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NOTA DE LA TRADUCTORA

Esta entrega de los libros X-XIII completa la traduccion de los Elementos de
Euclides. Mantengo naturalmente el texto griego de referencia y las convenciones que
he empleado en las entregas anteriores —véase la nota inicial sobre la traduccion de
los libros I-IV (Madrid: Gredos [B.C.G. 155], 1991) y V-IX (Madrid: Gredos [B.C.G.
191], 1994).

En el presente caso, el libro X ha seguido siendo la «cruz» de los Elementos vy,
desde luego, una cruz para la traductora. Por fortuna, durante los primeros meses de
1993 pude contar con la paz, las facilidades y los incentivos de Cambridge para dar
forma a un primer borrador de la traduccion de este libro. Entre esas facilidades e
incentivos quiero destacar especialmente la generosidad de Geoffrey Lloyd quien,
ademads, me brind6 la oportunidad de hablar de algunos aspectos del libro con los
profesores Ian Mueller y David H. Fowler en sus visitas a Cambridge. Una
consecuencia ha sido mi opcion por traducir el término crucial d/ogon no en la version
tradicional de «irracionaly, sino en otra version mas contextualizada y explicita, como
«no racionalmente expresabley, alternativa que no deja de tener repercusiones sobre
la interpretacion del proposito y del sentido de este espinoso libro X en el marco del
tratado. También me parece justo recordar que sin el estimulo y la asistencia de Luis
Vega a lo largo de las sucesivas versiones y correcciones que han ido conformando
esta traduccion de los Elementos y sin sus contribuciones a las notas, la suerte de la
empresa habria sido mucho més aventurada. Espero, cuando menos, que la presente
edicion venga a cumplir el compromiso pendiente en nuestra lengua con esta obra
clasica desde la ya lejana traduccion inaugural de Rodrigo Zamorano (1576).



LIBRO DECIMO

DEFINICIONES

1. Se llaman magnitudes conmensurables aquellas que se miden con la misma
medida, e inconmensurables aquellas de las que no es posible que haya una
medida comun.

2. Las lineas rectas son conmensurables en cuadrado cuando sus cuadrados se miden
con la misma area, e inconmensurables cuando no es posible que sus
cuadrados tengan un area como medida comun’.

3. Dados estos supuestos, se demuestra que hay un numero infinito de rectas
respectivamente conmensurables e inconmensurables, unas s6lo en longitud
y otras también en cuadrado con una recta determinada. Llamese entonces
racionalmente expresable la recta determinada; y las conmensurables con
ella, bien en longitud y en cuadrado, bien s6lo en cuadrado, racionalmente
expresables y las inconmensurables con ella llamense no racionalmente
expresables?.

4. Y el cuadrado de la recta determinada (lldmese) racionalmente expresable, y los
cuadrados conmensurables con éste racionalmente expresables; pero los
inconmensurables con €l llamense no racionalmente expresables; y las rectas
que los producen (lldamense) no racionalmente expresablas, a saber, si fueran
cuadrados, los propios lados y si fueran otras figuras rectilineas, aquellas

(rectas) que construyan cuadrados iguales a ellos>.

Prorosicion 1

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud) mayor
que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi
sucesivamente, quedara una magnitud que serda menor que la magnitud menor dada.

Sean AB, I dos magnitudes desiguales de las cuales AB es la mayor.



Digo que, si se quita de AB una (magnitud) mayor que su mitad y de la (magnitud)
restante, una (magnitud) mayor que su mitad, y asi sucesivamente, quedard una
magnitud que sera menor que la magnitud r.
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Pues  multiplicada serd alguna vez mayor que AB [V Def. 4]. Multipliquese y sea
AE un multiplo de r mayor que AB; dividase AE en Az, ZH, HE iguales aT, y de AB quitese
BO mayor que su mitad, y de Ae (quitese) ©K mayor que su mitad, y asi sucesivamente
hasta que las divisiones de AB lleguen a ser iguales en nimero a las divisiones de AE.

Sean, pues, AK, KO, 6B divisiones que son iguales en nimero a las (divisiones)
AZ, ZH, HE; ahora bien, dado que AE es mayor que AB y que de AE se ha quitado la
(magnitud) EH menor que su mitad y de AB la (magnitud) Be mayor que su mitad,
entonces la magnitud restante HA es mayor que la (magnitud) restante ©A. Y dado que
HA es mayor que ©A y se ha quitado de HA su mitad HZ y de ®A una (magnitud) ek
mayor que su mitad, entonces la (magnitud) restante Az es mayor que la (magnitud)
restante AK. Pero Az es igual a ; luego es mayor que AK. Por tanto, AK es menor que I.

Por consiguiente, de la magnitud AB queda la magnitud AK que es menor que
la magnitud dada 1. Q. E. D. De manera semejante demostrariamos que (esto ocurre)
también si se quita la mitad*.

PROPOSICION 2

Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos magnitudes
desiguales, la restante nunca mide a la anterior, las magnitudes seran
inconmensurables.

Habiendo, pues, dos magnitudes desiguales AB, T'A y (siendo) AB la menor, al
restar sucesivamente la menor de la mayor, no mida nunca la (magnitud) restante a
la anterior a ella.
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Digo que las magnitudes AB, I'A son inconmensurables.

Pues, si son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas (una
magnitud), si es posible, y sea E; y AB, al medir a zA, deje la magnitud rz menor que
ella, y rz, al medir a BH, deje AH menor que ella, y repitase asi sucesivamente hasta que
quede una magnitud que sea menor que E. Sea asi y quede AH menor que E. Asi pues,
como E mide a AB 'y AB mide a Az, entonces E también medira a zA. Pero mide también
a la magnitud entera ra; luego medira también a la magnitud restante rz. Ahora bien,
rz mide a BH; entonces E también mide a BH. Pero mide también a la (magnitud) entera
AB; asi que medira también a la (magnitud) restante AH, la mayor a la menor; lo cual
es imposible. Luego ninguna magnitud medira a las magnitudes AB, I'A; por tanto, las
magnitudes AB, T'A son inconmensurables [X Def. 1].

Por consiguiente, si de dos magnitudes desiguales..., etc.>.

Prorosicion 3

Dadas dos magnitudes conmensurables, hallar su medida comun maxima.

Sean AB, I'A dos magnitudes dadas conmensurables, de las cuales AB sea la menor.

Asi pues, hay que hallar la medida comtin maxima de AB, TA.

Pues bien, AB 0 mide a ra o no la mide. Si, en efecto, la mide y se mide también
a si misma, entonces AB es una medida comun de AB, I'A; y esta claro que también es
la mayor. Porque no medirad a AB ninguna magnitud mayor que AB.
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Pero ahora no mida AB a A y, al restar continua y sucesivamente la menor de la
mayor, la (magnitud) restante medira alguna vez a la anterior a ella, porque AB, TA
no son inconmensurables [X 2]; y AB, al medir a Ea, deje la (magnitud) EI menor que
ella, y Er, al medir a zB, deje la (magnitud) Az menor que ella y mida Az a TE.

Como, en efecto, Az mide a T'E, mientras que T'E mide a zB, entonces AZ medira
también a zB. Pero también se mide a si misma; luego Az medira también a la
(magnitud) entera AB. Ahora bien, AB mide a AE; entonces AZ medird también a EA.
Pero mide también a re; luego mide también a la (magnitud) entera ra; por tanto, Az
es una medida comun de AB, TA.

Digo ahora que también es la mayor. Pues, si no, habrd una magnitud mayor que
AZ que medird a AB, TA. Sea H. Asi pues, dado que H mide a AB, mientras que AB mide
a EA, entonces H medira a EA. Pero mide también a la (magnitud) entera ra; luego H
medird también a la (magnitud) restante T'E. Pero I'E mide a zB; luego H medira también
a zB. Pero también mide a la (magnitud) entera AB y medira también a la (magnitud)
restante Az, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Luego ninguna magnitud mayor
que Az medira a AB, I'A; por tanto Az es la medida comun maxima de AB, TA.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comin maxima, Az, de las dos
magnitudes dadas AB, I'A. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a dos magnitudes, medira

también a su medida comun maxima®.

Prorosicion 4

Dadas tres magnitudes conmensurables, hallar su medida comun maxima.

Sean A, B, I las tres magnitudes conmensurables dadas.

Asi pues, hay que hallar la medida comin maxima de A, B, I.

Tomese, pues, la medida comiin méxima de A, By sea A [X 3]. Pues bien, o A mide
a T o no la mide. En primer lugar, midala. Asi pues A mide a I, y mide también a A,



B, entonces A mide a A, B, T'; por tanto A es una medida comun de A, B, I'. Y esta claro
que también la mayor, porque una magnitud mayor que la magnitud A no mide a A, B.
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No mida ahoraaar.

Digo en primer lugar que I, A son conmensurables.

Porque como A, B, I' son conmensurables, las medird alguna magnitud que
evidentemente medird también a A, B; de modo que la medida comiun méaxima de
A, B medira también a A. Y mide también a I; de modo que la antedicha magnitud
medira también a A, la medida comin méaxima de A, B [X 3 Por.], luego I, A son
conmensurables.

Pues bien, tdmese su medida comun maxima y sea E [X 3]. Asi pues, dado que
E mide a A, mientras que A mide a A, B, entonces E medird también a A, B. Pero mide
también a . Luego E mide a A, B, T'; por tanto E es una medida comun de A, B, T.

Digo ahora que también la mayor.

Pues, si es posible, sea z una magnitud mayor que E y mida a A, B, I'. Ahora bien,
puesto que z mide a A, B, T, entonces medird también a A, B y a la medida comtn
maxima de A, B [X 3 Por.]. Pero la medida comin méaxima de A, B es A; entonces Z
mide a A. Pero mide también a r; luego z mide a A. Y mide también a r. Por tanto z
mide ar, A; entonces Z medird también a la medida comun maxima der, A [X 3 Por.].
Pero es E; luego z medird a E, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Por tanto,
ninguna (magnitud) mayor que la magnitud E mide a A, B, I'; luego la medida comun
maxima de A, B, I es E, si A no mide a T, y si la mide, es la propia (magnitud) A.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comiin maxima de las tres magnitudes
conmensurables dadas.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a tres magnitudes, medira
también a su medida comin maxima.

De manera semejante se hallara la medida comin maxima de mas magnitudes y

se extenderd el porisma. Q. E. p.Z.



PRrROPOSICION 5

Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razon que un numero
guarda con un numero.

Sean A, B magnitudes conmensurables.

Digo que A guarda con B la misma razon que un nimero con un nimero.

Pues, como A, B son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas una
magnitud y sea I'. Y cuantas veces I' mida a A, tantas unidades haya en A, y cuantas
veces I' mida a B, tantas unidades haya en E.
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Asi pues, dado que I mide a A segun las unidades de A y la unidad mide a A segiin
sus unidades, entonces la unidad mide al nimero A el mismo nimero de veces que la
magnitud I a la (magnitud) A; luego, como I' es a A, asi la unidad es a A [VII Def. 20];
entonces, por inversion, como A es aT, asi A a launidad [V 7 Por.]. Como I mide a su
vez a A segun las unidades de E, mientras que la unidad mide también a E segun sus
unidades, entonces la unidad mide a E el mismo nimero de veces que I a B. Luego,
como I es a B, asi la unidad es al (nimero) E. Pero se ha demostrado que también
como A es aT, A es ala unidad. Luego, por igualdad, como A es a B, asi el numero
A es al (nimero) E [V 22].

Por consiguiente, las magnitudes conmensurables A, B guardan entre si la misma
razén que el nimero A con el namero E. Q. E. .8,

ProrosicioN 6

Si dos magnitudes guardan entre si la razon que un numero (guarda) con un
numero, las magnitudes seran conmensurables.

Guarden, pues, las dos magnitudes A, B entre si la razon que el nimero A (guarda)
con el numero E.



Digo que las magnitudes A, B son conmensurables.

Pues dividase A en tantas (magnitudes) iguales como unidades hay en A, y sea T
igual a una de ellas; y compongase z de tantas unidades iguales a I como unidades
hay en E.

Asi pues, dado que, cuantas unidades hay en A, tantas magnitudes iguales a I hay
en A, entonces, la parte que la unidad es de A, la misma parte es también I de A; luego,
como I' es a A, asi la unidad es a A [VII Def. 20]. Pero la unidad mide al nimero A;
entonces también I mide a A. Ahora bien, dado que, como T es a A, asi la unidad es
al (nimero) A, entonces, por inversion, como A es a I, asi el numero A es a la unidad
[V 7 Por.]. Y puesto que, cuantas unidades hay en E, tantas hay a su vez en z iguales
a I, entonces como I' es a z, asi la unidad es al (namero) E [VII Def. 20]. Pero se
ha demostrado que también como A es a T, asi A a la unidad; entonces, por igualdad,
como A es a Z, asi A aE [V 22]; ahora bien, como A es a E, asi A a B; entonces, COmo
A es a B, asi también a z [V 11]. Luego A guarda la misma razén con cada una de las
(magnitudes) B, z; por tanto, B es igual a z [V 9]. Pero I mide a z; luego mide también
a B. Pero también a A; luego I mide a A, B. Por tanto, A es conmensurable con B.

r
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Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si hay dos nimeros, como A, E, y una recta, como
A, es posible hacer una recta [Z] que sea a la recta como el numero A es al numero
E. Pero, si se toma una media proporcional de A, z, como B, como A es a z, asi el
cuadrado de A sera al cuadrado de B, es decir que como la primera es a la tercera, asi
la (figura) construida sobre la primera es a la figura semejante y construida de manera
semejante sobre la segunda [VI 19 Por.]. Pero como A es a z, asi el nimero A es al
nimero E; entonces como el nimero A es al nimero E, asi también la figura construida
sobre la recta A? a la figura construida sobre la recta B. Q. E. D.

ProrosicION 7




Las magnitudes inconmensurables no guardan entre si la razon que un numero
guarda con un numero.

Sean A, B, magnitudes inconmensurables.
Digo que A no guarda con B la razén que un nimero guarda con un niimero.

A
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Pues, si A guarda con B la razén que un nimero guarda con un nimero, A sera
conmensurable con B [X 6]. Pero no lo es; por tanto, A no guarda con B la razén que
un numero guarda con un niimero.

Por consiguiente, las magnitudes inconmensurables no guardan entre si la
razon..., etc.

PRrOPOSICION 8

Si dos magnitudes no guardan entre si la razon que un numero guarda con un
numero, las magnitudes seran inconmensurables.

No guarden, pues, entre si las dos magnitudes A, B la razon que un nimero guarda
con un numero.

A

B

Digo que las magnitudes A, B son inconmensurables.

Pues, si son conmensurables, A guardara con B la razén que un niimero guarda
con un numero [X 5]. Pero no la guarda. por tanto, las magnitudes A, B son
inconmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.



Prorosicion 9

Los cuadrados de rectas conmensurables en longitud guardan entre si la razon
que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; y los cuadrados que
guardan entre si la razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado
tendran también los lados conmensurables en longitud. Pero los cuadrados de las
rectas inconmensurables en longitud no guardan entre si la razon que un numero
cuadrado guarda con un numero cuadrado, y los cuadrados que no guardan entre si
la razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado tampoco tendran
los lados conmensurables en longitud.

Sean, pues, A, B conmensurables en longitud.

Digo que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B la razon que un numero
cuadrado guarda con un niimero cuadrado.

Pues como A es conmensurable en longitud con B, entonces A guarda con B la
razon que un nuamero guarda con un nimero [X 5]. Guarde la razon de I a A. Pues
bien, dado que, como A es a B, asi I' a A, mientras que el cuadrado de A guarda con
el cuadrado de B una razon duplicada de la que A guarda con B, porque las figuras
semejantes guardan una razon duplicada de la de sus lados correspondientes [VI 20
Por.]; y dado que el cuadrado de 1 guarda con el cuadrado de A una razoén duplicada
de la que  guarda con A, porque entre dos nimeros cuadrados hay un nimero que es
media proporcional, y el nimero cuadrado guarda con el nimero cuadrado una razon
duplicada de la que el lado guarda con el lado [VIII 11]; luego como el cuadrado de
A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de T es al cuadrado de A.

A B

Pero ahora, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, sea asi el cuadrado de
r al cuadrado de A.

Digo que A es conmensurable en longitud con B.

Pues, dado que, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de r al
de A, mientras que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B una razon duplicada



de la que A guarda con B, y el cuadrado de 1 guarda con el cuadrado de A una razon
duplicada de la que I guarda con A, entonces, como A es a B, asi I' a A. Luego A guarda
con B la razoén que el nimero I guarda con el niimero A. Por tanto A es conmensurable
en longitud con B [X 6].

Sea ahora A inconmensurable en longitud con B.

Digo que el cuadrado de A no guarda con el de B la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado.

Pues si el cuadrado de A guarda con el de B la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, A sera conmensurable con B. Pero no lo es; luego
el cuadrado de A no guarda con el cuadrado de B la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado.

No guarde ahora el cuadrado de A con el cuadrado de B la razon que un nimero
cuadrado guarda con un niimero cuadrado.

Digo que A es inconmensurable en longitud con B.

Pues si A es conmensurable con B, el cuadrado de A guardara con el cuadrado de B
la razon que un numero cuadrado guarda con un niimero cuadrado, pero no la guarda;
luego A no es conmensurable en longitud con B.

Por consiguiente, los cuadrados de (rectas) conmensurables en longitud, etc.1C.

Porisma:

Y a partir de lo demostrado quedara claro que las rectas conmensurables en
longitud también lo son siempre en cuadrado, mientras que las conmensurables en
cuadrado no lo son siempre en longitud!!.

LEmMA

Se ha demostrado en los libros de aritmética que los nimeros planos semejantes
guardan entre si la razéon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado
[VIII 26], y que si dos nimeros guardan entre si la razon que un numero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, son nimeros planos semejantes [VIII 26 conversa].
Y es evidente a partir de esto que los nimeros planos no semejantes, es decir los que no
tienen los lados proporcionales, no guardan entre si la razén que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado; pues, si la guardan, seran planos semejantes; lo
cual precisamente se ha supuesto que no; luego los nimeros planos no semejantes no
guardan entre si la razon que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado!2.

Prorosicion 10

Hallar dos rectas inconmensurables, una solo en longitud, otra también en
cuadrado, con una recta determinada.

Sea A la recta determinada.
Asi pues, hay que hallar dos rectas inconmensurables, una sélo en longitud, otra
también en cuadrado, con la recta determinada A.



Toémense, pues, dos nimeros B, I que no guarden entre si la razén que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado, es decir que no sean nimeros planos
semejantes y hagase de forma que, como B es a I, asi el cuadrado de A al cuadrado
de A, pues hemos aprendido (a hacerlo) [X 6 Por.]; entonces, el cuadrado de A es
conmensurable con el cuadrado de A [X 6]. Ahora bien, dado que B no guarda conT la
razon que un numero cuadrado guarda con un niimero cuadrado, entonces el cuadrado
de A tampoco guarda con el cuadrado de A la razén que un niimero cuadrado guarda
con un numero cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud con A [X 9].

: | A

L
o

| T

Toémese la media proporcional E de A, A; entonces, como A es a A, asi el cuadrado
de A es al cuadrado de E [V Def. 9]. Pero A es inconmensurable en longitud con A;
luego el cuadrado de A es también inconmensurable con el cuadrado de E [X 11]; por
tanto A es inconmensurable en cuadrado con E.

Por consiguiente, se han hallado dos rectas inconmensurables, A, E, una, A, s6lo
en longitud y la otra, E, en cuadrado y también obviamente en longitud, con la recta
determinada Al3.

Prorosicion 11

Si cuatro magnitudes son proporcionales y la primera es conmensurable con la
segunda, también la tercera sera conmensurable con la cuarta, y si la primera es
inconmensurable con la segunda, la tercera sera también inconmensurable con la
cuarta.

Sean A, B, I, A cuatro magnitudes proporcionales, es decir: como A es a B, asi '
a A,y sea A conmensurable con B.



Digo que I también serd conmensurable con A.

Pues como A es conmensurable con B, entonces A guarda con B la razéon que
un namero guarda con un numero [X 5]. Y como A es a B, asi I' a A. Entonces T
guarda también con A la razén que un numero guarda con un nimero; luego T es
conmensurable con A [X 6].

A} B |
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Pero ahora sea A inconmensurable con B.

Digo que I también serd inconmensurable con A.

Pues como A es inconmensurable con B, entonces A no guarda con B la razon
que un nimero guarda con un numero [X 7]. Y A es a B como I es a A. Entonces
I' tampoco guarda con A la razén que un nimero guarda con un nimero; luego r es
inconmensurable con A [X 8].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes..., etc.

Prorosicion 12

Las magnitudes conmensurables con una misma magnitud son también
conmensurables entre si.

Sea, pues, conmensurable cada una de las magnitudes A, B con la magnitud r.
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Digo que A es también conmensurable con B.

Pues como A es conmensurable con T, entonces A guarda con T la razén que un
numero guarda con un numero [X 5]. Guarde la razon de A a E. Puesto que asuvezr
es conmensurable con B, entonces I guarda con B la razon que un nimero guarda con
un namero [X 5]. Guarde larazéon de z a H. Y dadas cuantas razones se quiera, a saber,
la de A aEyladeza H, tdmense los nimeros 0, K, A sucesivamente en las razones
dadas [VIII 4]; de modo que, como AesaE,asi®akK,ycomo ZesaH,asiKaA.

Asi pues, dado que, como A es aT, asi A a E, mientras que, como A €s a E, asi © a
K, entonces como A es aT, asi también ® ak [V 11]. Y puesto que, como I es a B, asi
Z es a su vez a H, mientras que, como Z es a H, K es a A, entonces, como I' es a B, asi
KaA [V 11]. Pero, como A es aT, asi también © a K; entonces, por igualdad, como A
esaB,asi®aA[V 22]. Luego A guarda con B la razon que el nimero e guarda con
el nimero A; por tanto A es conmensurable con B [X 6].

Por consiguiente, las (magnitudes) conmensurables con una misma magnitud son
conmensurables entre si. Q. E. D.

Prorosicion 13

Si hay dos magnitudes conmensurables y una de ellas es inconmensurable con
otra magnitud cualquiera, también la restante serd inconmensurable con ella.

Sean A, B dos magnitudes conmensurables y una de ellas, A, sea inconmensurable
con otra magnitud cualquiera, T.
Digo que la restante, B, es también inconmensurable con T.
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Pues si B es conmensurable con T, y A es también conmensurable con B, entonces
A es conmensurable con T [X 12]. Pero es también inconmensurable; lo cual es
imposible. Por tanto B no es conmensurable con I; luego es inconmensurable (con
ella).

Por consiguiente, si dos magnitudes conmensurables..., etc.

LEMA
Dadas dos rectas desiguales hallar en cuanto el cuadrado de la mayor es mayor
que el cuadrado de la menor.

Sean AB, T las dos rectas desiguales dadas, de las cuales sea AB la mayor.
Asi pues hay que hallar en cuanto es mayor el cuadrado de AB que el de 1.

A

A B 41

Describase sobre AB el semicirculo AAB y adaptese a €l la (recta) Aaigualar[IV 1]
y tracese AB. Entonces esta claro que el angulo AAB es recto [II1 31] y que el cuadrado
de AB es mayor que el cuadrado de Aa, es decir de T, en el cuadrado de AB [1 47].

De manera semejante, dadas dos rectas, se hallara la recta cuyo cuadrado es igual
a los cuadrados de ellas, de la siguiente manera:

Sean AA, AB las dos rectas dadas y sea lo requerido hallar la recta cuyo cuadrado
es igual a los cuadrados de ellas. Ponganse pues de modo que sea recto el angulo
comprendido por AA, AB, y tracese AB; esta claro de nuevo que AB es la (recta) cuyo
cuadrado es igual a los de AA, AB [I1 47]. Q. E. .14



Prorosicion 14

Si cuatro rectas son proporcionales, y el cuadrado de la primera es mayor que el
de la segunda en el cuadrado de una recta conmensurable con la primera, el cuadrado
de la tercera sera también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con la tercera. Y si el cuadrado de la primera es mayor que el de la
segunda en el cuadrado de una recta inconmensurable con la primera, el cuadrado
de la tercera sera también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de una recta
inconmensurable con ella (la tercera).

Sean A, B, T, A cuatro rectas proporcionales (tales que) como A es a B, asiI' a A,
y sea el cuadrado de A mayor que el de B en el cuadrado de E, y el cuadrado de 1 sea
mayor que el de A en el cuadrado de z.

—— e e Y

A B I A

Digo que si A es conmensurable con E, I' serd también conmensurable con z, pero
si A es inconmensurable con E, I' serd también inconmensurable con z.

Pues, dado que, como A es a B, asi I' a A, entonces, como el cuadrado de A es al
cuadrado de B, asi también el cuadrado de 1 al de A [VI 22]. Pero los cuadrados de E,
B son iguales al cuadrado de A, y los cuadrados de A, z son iguales al cuadrado de .
Entonces, como los cuadrados de E, B son al cuadrado de B, asi los cuadrados de A, z
al cuadrado de A; luego, por separacion, como el cuadrado de E es al cuadrado de B,
asi el cuadrado de z al cuadrado de A [V 17]; por tanto, como Ees a B, asi za A [VI 22];
entonces, por inversion, como B es a E, asi A a Z. Pero como A es a B, asi también T a A;



luego, por igualdad, como A esaE, asiraz[V 22]. Ahora bien, si A es conmensurable
con E, I' es también conmensurable con z, pero si A es inconmensurable con E, ' €s
también inconmensurable con z [X 11].

Por consiguiente..., etc.!>.

Prorosicion 15

Si se suman dos magnitudes conmensurables, la (magnitud) total también sera
conmensurable con cada una de ellas,; y si la (magnitud) total es conmensurable con
cada una de ellas, también las magnitudes iniciales seran conmensurables.

Stimense, pues, las dos magnitudes conmensurables AB, BI'.

Digo que la (magnitud) total AT es también conmensurable con cada una de las
(magnitudes) AB, BT.

Pues como AB, BI son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas (una
magnitud) y sea A. Asi pues, dado que A mide a AB, Br, medira también a la magnitud
total Ar. Pero mide también a AB, BI. Entonces A mide a AB, BI, AT. Luego AT es
conmensurable con cada una de las magnitudes AB, BI' [X Def. 1].

1 1

A B

I | A

Pero ahora sea AT conmensurable con AB.

Digo que AB, BI' son también conmensurables.

Pues como AT, AB son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas (una
magnitud) y sea A. Asi pues, dado que A mide a I'A, AB, entonces medira también a
la magnitud restante Br. Pero también mide a AB; entonces A medird a AB, BI'. Luego
AB, BI' son conmensurables [X Def. 1]

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.

ProrosicioN 16

Si se suman dos magnitudes inconmensurables, la magnitud total también serda
inconmensurable con cada una de ellas; y si la magnitud total es inconmensurable
con una de ellas, las magnitudes iniciales seran también inconmensurables.

Stimense, pues, las dos magnitudes inconmensurables AB, BI.



Digo que la (magnitud) total Ar es inconmensurable con cada una de las
(magnitudes) AB, BT.

Pues si rA, AB no son inconmensurables, alguna magnitud las medird. Midalas
(una magnitud), si es posible, y sea A. Asi pues, como A mide a I'A, AB, entonces,
medird también a la magnitud restante Br. Pero mide también a AB; entonces A mide
a AB, BI. Luego AB, BI' son conmensurables; pero se ha supuesto que son
inconmensurables; lo cual es imposible. Por tanto, ninguna magnitud medira ara, AB;
luego A, AB son inconmensurables [ X Def. 1]. De manera semejante demostrariamos
que AT, TB son inconmensurables. Por tanto AT es inconmensurable con cada una de
las magnitudes AB, BI.

— A it

ir

Pero ahora sea AT inconmensurable con una de las (magnitudes) AB, BI'. Séalo en
primer lugar con AB.

Digo que AB, BI' son también inconmensurables. Pues, si son conmensurables,
alguna magnitud las medird. Midalas (una magnitud) y sea A. Asi pues, como A mide
a AB, BI, entonces, medird también a la (magnitud) total Ar. Pero mide también a AB;
entonces A mide a T'A, AB. Luego I'A, AB son conmensurables; pero se ha supuesto que
son inconmensurables; lo cual es imposible. Luego ninguna magnitud medird a AB,
BI; por tanto AB, BI' son inconmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.



LEMA

Si se aplica a una recta un paralelogramo deficiente en la figura de un cuadrado,
el (paralelogramo) aplicado es igual al (rectangulo) producido por los segmentos de
recta que resultan de la aplicacion.

Apliquese, pues, a la recta AB, el paralelogramo AA deficiente en la figura de un
cuadrado, AB.

A

A I B

Digo que AA es igual al rectangulo comprendido por AT, I'B.

Y esto queda claro por si mismo: pues como AB es un cuadrado, Ar es igual a I'B,
y AA es el (rectangulo comprendido) por AT, TA, es decir, el (rectangulo comprendido)
por AT, I'B.

Por consiguiente, si se aplica una recta... etc.16.

Prorosicion 17

Si hay dos rectas desiguales, y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a la
cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, y si la
divide en (partes) conmensurables en longitud, el cuadrado de la mayor serd mayor
que el de la menor en el cuadrado de una recta conmensurable con ella (la mayor). Y
si el cuadrado de la mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (la mayor), y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual
a la cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado,
la divide en (partes) conmensurables en longitud.

Sean A, BI dos rectas desiguales, de las cuales BI' sea la mayor, y apliquese a BI
un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la menor, A, es decir,
al (cuadrado) de la mitad de A, y deficiente en la figura de un cuadrado. Y sea el
(rectangulo comprendido) por BA, Al [Lema]. Y sea BA conmensurable en longitud
con AT.

Digo que el cuadrado de Br es mayor que el de A en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con ella (Br).



Dividase, pues, BI' en dos partes iguales por el (punto) E, y hagase Ez igual a AE.
Entonces, la restante AT es igual a Bz. Y dado que la recta BI ha sido dividida en partes
iguales por el (punto) E y en partes desiguales por el (punto) A, entonces el rectangulo
comprendido por BA, AT junto con el cuadrado de EA es igual al cuadrado de Er [II
5]; y (lo mismo vale) para sus cuddruples; entonces el cuadruple del (rectdngulo
comprendido) por BA, AT junto con el cuddruple del cuadrado de AE es igual al
cuadruple del cuadrado de Er. Pero el cuadrado de A es igual al cuadruple del
rectangulo comprendido por BA, Ar, mientras que el cuadrado de Az es igual al
cuadruple del cuadrado de AE: porque Az es el doble de AE. Pero el cuadrado de Br es
igual al cuadruple del cuadrado de Er: porque BrI es a su vez el doble de TE. Luego los
cuadrados de las rectas A, Az son iguales al cuadrado de Br; de modo que el cuadrado
de Br es mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de Az; luego el cuadrado de Br
es mayor que el de A en el cuadrado de Az!”.

Hay que demostrar que BI' es ademds conmensurable con Az. Pues como BA es
conmensurable en longitud con AT, entonces BI' es conmensurable en longitud con ra
[X 15]. Pero ra es conmensurable en longitud con ra, Bz: porque T'A es igual a BZ [X
6]. Luego Br es conmensurable en longitud con Bz, rA [ X 12]; de modo que BI' también
es conmensurable en longitud con la restante za [X 15]; luego el cuadrado de Br es
mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Br).

Pues bien, sea mayor el cuadrado de BI' que el cuadrado de A en el cuadrado de
una (recta) conmensurable con ella (BI) y apliquese a BI' un paralelogramo igual a
la cuarta parte del (cuadrado) de A y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el
rectangulo comprendido por Ba, AT.

Hay que demostrar que BA es conmensurable en longitud con Ar.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera semejante que
el cuadrado de BI" es mayor que el de A en el cuadrado de zA. Pero el cuadrado de Br es
mayor que el de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Br). Entonces
BI' es conmensurable en longitud con zA; de modo que BI' también es conmensurable
en longitud con el resto, a saber, la suma de Bz, Ar [X 15]. Pero la suma de Bz, AT es
conmensurable con Ar [X 6]. De modo que BI' es también conmensurable en longitud
con Ar [X 15].



Por consiguiente, si hay dos rectas desiguales..., etc.

Prorosicion 18

Si hay dos rectas desiguales y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a
la cuarta parte del cuadrado de la menor deficiente en la figura de un cuadrado, y
si la divide en (partes) inconmensurables, el cuadrado de la mayor sera mayor que
el cuadrado de la menor en el cuadrado de una recta inconmensurable con ella (la
mayor). Y si el cuadrado de la mayor es mayor que el cuadrado de la menor en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (la mayor) y se aplica a la mayor
un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en
la figura de un cuadrado, la divide en (partes) inconmensurables.

Sean A, BI" dos rectas desiguales, de las cuales sea Br la mayor, y apliquese a Br
un paralelogramo igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la menor, A, y deficiente
en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo) BAr [Cf. lema anterior a X 17], y
sea BA inconmensurable en longitud con AT.

Digo que el cuadrado de BI' es mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de una
(recta) inconmensurable con ella (BI).

Pues, siguiendo la misma construccion del (teorema) anterior, demostrariamos de
manera semejante que el cuadrado de BI es mayor que el de A en el (cuadrado) de za.

Hay que demostrar que BI' es inconmensurable en longitud con Az. Pues como
BA es inconmensurable en longitud con Ar, entonces BI' es también inconmensurable
en longitud con ra [X 16]. Pero AT es conmensurable con la suma de Bz, Ar [X 6];
entonces BI' es inconmensurable con la suma de Bz, Az [X 13]. De modo que BI es
también inconmensurable en longitud con la restante za [X 16]. Y el cuadrado de Br es
mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de za; luego el cuadrado de BI es mayor
que el cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (Br).
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Sea a su vez el cuadrado de BI mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de
una (recta) inconmensurable con ella (Br) y apliquese a BI' un (paralelogramo) igual
a la cuarta parte del (cuadrado) de A y deficiente en la figura de un cuadrado y sea el
(rectangulo comprendido) por BA, AT

Hay que demostrar que BA es inconmensurable en longitud con Ar.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera semejante que
el cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de zA. Pero el
cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (Br). Luego BI es inconmensurable en longitud con za; de
modo que BI' es inconmensurable con el resto, es decir, con la suma de Bz, Ar [X
16]. Pero la suma de Bz, AT es conmensurable en longitud con Ar [X 6]; luego Br
es inconmensurable en longitud con ar [X 13]; de modo que, por separacion, BA es
inconmensurable en longitud con Ar [X 16]

Por consiguiente, si hay dos rectas..., etc.

LEMA

Puesto que queda demostrado que las (rectas) conmensurables en longitud lo son
siempre también en cuadrado, mientras que las que lo son en cuadrado no lo son
siempre también en longitud, sino que pueden ser, en efecto, conmensurables o
inconmensurables en longitud, queda claro que, si una recta es conmensurable en
longitud con una recta expresable!® determinada, se llama expresable y



conmensurable con ella no s6lo en longitud sino también en cuadrado, porque las
(rectas) conmensurables en longitud lo son siempre también en cuadrado. Ahora bien,
si una recta es conmensurable en cuadrado con una (recta) expresable determinada,
entonces, si lo es también en longitud, se dice que es expresable y conmensurable con
ella en longitud y en cuadrado; pero si una recta, siendo a su vez conmensurable en
cuadrado con otra recta expresable determinada, es inconmensurable en longitud con
ella, en este caso también se llama expresable pero conmensurable solo en cuadrado!®.

Prorosicion 19

El rectangulo comprendido por rectas expresables conmensurables en longitud,
segun alguna de las formas antedichas es expresable?.

Pues sea comprendido el rectdngulo Ar por las rectas expresables y
conmensurables en longitud AB, BI.

A

A B

Digo que AT es expresable.

Pues constriiyase sobre AB el cuadrado de AA. Entonces AA es expresable [X Def.
4]. 'Y como AB es conmensurable en longitud con Br, mientras que AB es igual a BA,
entonces BA es conmensurable en longitud con Br. Y como BA es a BI', asi AA a AT
[VI 1]. Luego AA es conmensurable con AT [X 11]. Pero AA es expresable; luego AT
es también expresable [X Def. 4].

Por consiguiente, el rectangulo comprendido..., etc.

Prorosicion 20



Sise aplica un (area) expresable a una (recta) expresable, produce como anchura
una (recta) expresable y conmensurable en longitud con aquella a la que se ha

aplicado.

Apliquese, pues, el (area) expresable AT a la recta AB expresable una vez mas
segun alguna de las formas antedichas, de modo que produzca como anchura Br.

A

r

Digo que BrI es expresable y conmensurable en longitud con BA.

Pues constrityase sobre AB el cuadrado de AA; entonces AA es expresable [X Def.
4]. Pero también lo es AT; luego AA es conmensurable con Ar. Ahora bien, como AA es
a AT, asi AB a BI' [VI 11]. Por tanto AB es conmensurable también con Br [X 11]; pero
AB es igual a BA. Luego AB es conmensurable con BI'. Ahora bien, AB es expresable;
por tanto, BI' es expresable y conmensurable en longitud con AB.

Por consiguiente, si se aplica un (area) expresable a una recta expresable..., etc.

Prorosicion 21

El rectangulo comprendido por rectas expresables y conmensurables solo en
cuadrado no es racionalmente expresable?! y el lado del cuadrado igual a él tampoco

es racionalmente expresable, llamese (este ultimo) medial.



Sea, pues, comprendido el rectangulo Ar por las rectas expresables y
conmensurables sélo en cuadrado AB, BI.

Digo que AT no es expresable, y el lado del cuadrado igual a ¢l tampoco es
expresable, y llamese medial.

A

I

Pues construyase sobre AB el cuadrado AA; entonces AA es expresable [X Def.
4]. 'Y como AB es inconmensurable en longitud con BI, porque se ha supuesto que
es conmensurable solo en cuadrado, mientras que AB es igual a BA, entonces AB es
inconmensurable en longitud con Br. Ahora bien, como AB es a BT, asi AA es a AT [VI
1]; luego AA es inconmensurable con AT [X 11]. Pero AA es expresable; luego AT no
es expresable; de modo que el lado del cuadrado igual a Ar tampoco es expresable,
llamese medial. Q. E. D.22.

LEMA

Si hay dos rectas, como la primera es a la segunda, asi el cuadrado de la primera
al rectangulo comprendido por las dos rectas.

Sean ZE, EH dos rectas.

Digo que como ZE es a EH, asi el (cuadrado) de zE al (rectangulo comprendido)
por ZE, EH.



A

Constrayase, pues, sobre ZE, el cuadrado Az, y complétese el (paralelogramo) HA.
Asi pues, dado que, como ZE es a EH, asi zA a AH [VI 1], y zaA es el (cuadrado) de
ZE, mientras que AH es el (rectdngulo comprendido) por AE, EH, es decir por ZE, EH,
entonces como ZE es a EH, asi el (cuadrado) de ZE al (rectangulo comprendido) por
ZE, EH. De manera semejante, como el (rectangulo comprendido) por HE, HZ es al
(cuadrado) de Ez, es decir, como HA es a ZA, asi es HE a EZ. Q. E. D.23.

Prorosicion 22

El (cuadrado) de una (recta) medial, si se aplica a una recta expresable, produce
una anchura expresable e inconmensurable en longitud con aquella a la que se aplica.

Sea A la (recta) medial y B la expresable, y apliquese a Br el area rectangular BA
igual al cuadrado de A, produciendo la anchura ra.

Digo que ra es expresable e inconmensurable en longitud con I'B.

Pues como A es una medial, su cuadrado es igual a un area comprendida por
rectas expresables conmensurables solo en cuadrado [X 21]. Sea su cuadrado igual a
HZ. Pero su cuadrado también es igual a BA; entonces BA es igual a HZ. Pero también
son equiangulares; y en los paralelogramos iguales y equiangulares, los lados que
comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados [VI 14]. Luego,
proporcionalmente, como BI' es a EH, asi EZ a 'A. Entonces, como el (cuadrado) de Br
es al (cuadrado) de EH, asi el (cuadrado) de Ez es al (cuadrado) de ra [VI 22]. Ahora
bien, el (cuadrado) de rB es conmensurable con el de EH; porque cada uno de ellos
es expresable; luego el (cuadrado) de Ez es también conmensurable con el (cuadrado)
de 1A [X 11]. Pero el (cuadrado) de Ez es expresable; luego el cuadrado de ra es
también expresable [X Def. 4]; por tanto, I'A es expresable. Ahora bien, como Ez es
inconmensurable en longitud con EH, porque son conmensurables s6lo en cuadrado; y
como EZ es a EH, asi el (cuadrado) de Ez al (rectangulo comprendido) por ZE, EH [lema],
entonces el (cuadrado) de Ez es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por
ZE, EH. Pero el (cuadrado) de ra es conmensurable con el cuadrado de Ez; porque son



expresables en cuadrado; y el (rectangulo comprendido) por AT, I'B es conmensurable
con el (rectangulo comprendido) por ZE, EH, porque son iguales al (cuadrado) de A;
luego el (cuadrado) de ra es también inconmensurable con el (rectdngulo
comprendido) por AT, B [X 13]. Pero, como el (cuadrado) de ra es al (rectangulo
comprendido) por AT, I'B, asi AI' es a I'B [lema]. Por tanto, AT es inconmensurable
en longitud con B [X 11]. Por consiguiente, I'a es expresable e inconmensurable en
longitud con I'B. Q. E. D.

>
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ProrosICION 23

La recta conmensurable con una (recta) medial es medial.

Sea A una recta medial, y sea B conmensurable con A.

Digo que B es también medial.

Pongase, pues, la recta expresable TA, y apliquese a T'A un area rectangular T'E
igual al cuadrado de A que produzca la anchura EA; entonces EA es expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Pero apliquese a I'A un area rectangular,
rz, igual al (cuadrado) de B que produzca la anchura Az. Entonces, dado que A es
conmensurable con B, el (cuadrado) de A es también conmensurable con el (cuadrado)
de B. Pero Er es igual al (cuadrado) de A, mientras que Iz es igual al (cuadrado) de B;
por tanto, EI' es conmensurable con rz. Ahora bien, como EI es a Iz, asi EA a Az [VI
1]; entonces EA es conmensurable en longitud con Az [X 11]; pero EA es expresable
e inconmensurable en longitud con Ar; entonces AI' es expresable [X Def. 3] e
inconmensurable en longitud con Ar [X 13]; luego raA, Az son expresables y
conmensurables s6lo en cuadrado. Pero la recta cuyo cuadrado es igual al rectangulo



comprendido por rectas expresables y conmensurables solo en cuadrado es medial
[X 21]. Luego la recta cuyo cuadrado es igual al rectangulo comprendido por ra, Az
es medial; y el cuadrado de B es igual al rectingulo comprendido por ra, Az. Por
consiguiente, B es medial.

A B

E A Z

Porisma:

A partir de esto queda claro que un (4rea) conmensurable con un drea medial es
medial.

De acuerdo con lo que se ha dicho acerca de las (rectas) expresablas [Lema
siguiente a X 18] se sigue, en lo que se refiere a las mediales, que la recta
conmensurable en longitud con una medial se llama medial y es conmensurable con
ella no sélo en longitud sino también en cuadrado, porque, en general, las (rectas)
conmensurables en longitud lo son siempre también en cuadrado. Pero si una recta es
conmensurable en cuadrado con una medial, y si lo es también en longitud, en este
caso se llaman también mediales y conmensurables en longitud y en cuadrado, pero
si solo lo son en cuadrado, se llaman mediales conmensurables s6lo en cuadrado®?.

Prorosicion 24

El rectangulo comprendido por rectas mediales conmensurables en longitud
segun alguna de las formas antedichas®, es medial.

Sea pues comprendido el rectangulo Ar por las rectas mediales conmensurables
en longitud AB, BI.



Digo que el (rectangulo) AT es medial.

Pues construyase sobre AB el cuadrado AA; entonces AA es medial. Y puesto que
AB es conmensurable en longitud con BI', mientras que AB es igual a BA, entonces AB
también es conmensurable en longitud con Br; de modo que AA es conmensurable con
AT [VI 1, X 11]. Pero AA es medial. Por consiguiente, AT también es medial [X 23
Por.]. Q. E. D.

g

ProrosICION 25

El rectangulo comprendido por rectas mediales conmensurables solo en
cuadrado o es expresable o es medial.

Sea, pues, comprendido el rectangulo AT por las rectas mediales conmensurables
solo en cuadrado, AB, BI.
Digo que AT o es expresable o es medial.
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Pues constrayanse sobre AB, BI' los cuadrados Aa, BE; entonces cada uno de los
(cuadrados) AA, BE son mediales.

Pongase la recta expresable zH, y apliquese a la (recta) zH el paralelogramo
rectangular He igual a AA de modo que produzca la anchura ze; apliquese, por otra
parte a @M el paralelogramo rectangular MK igual a AT de modo que produzca la
anchura ek, y ademas apliquese a KN, de manera semejante, el rectangulo NA igual a
BE, de modo que produzca la anchura KA. Entonces 7o, ©K, KA estan en linea recta.
Asi pues, dado que cada uno de los (cuadrados) AA, BE es medial, y AA es igual a HO, y
BE a NA, entonces, cada uno de los (rectdngulos) HO, NA también es medial. Y se han
aplicado a la recta expresable zH; luego cada una de las (rectas) ze, KA es expresable
e inconmensurable en longitud con zH [X 22]. Y puesto que AA es conmensurable con
BE, entonces HO es conmensurable con NA. Y como HO es a NA, asi la (recta) ze a la
(recta) KA [VI 1]; entonces la (recta) ze es conmensurable en longitud con la (recta)
KA [X 11]. Luego zo, KA son expresables y conmensurables en longitud; por tanto, el
(rectangulo comprendido) por ze, KA es expresable [X 19]. Y dado que AB es igual a
BA, y EB a BT, entonces, como AB €s a BI, asi AB a BE y, por tanto, como AB €s a BI,
asi AA a AT [VI 1], y como AB es a Bz, asi AI' a 'z [VI 1]; entonces, como AA es a AT,
asi AT a T=. Pero AA es igual a HO, AT a MK, y T'E a NA; entonces, como HO es a MK,
asi MK a NA; luego, como z6e es a 0K, asi también @K a KA [VI 1, V 11]; por tanto,
el (rectangulo comprendido) por ze, KA es igual al (cuadrado) de ex [VI 17]. Ahora
bien, el (rectdngulo comprendido) por ze, KA es expresable; entonces el (cuadrado) de
OK es también expresable; luego 6K es expresable. Y si es conmensurable en longitud
con ZH, entonces ON es expresable; pero si es inconmensurable en longitud con zH,
K®, ®M son expresables y conmensurables s6lo en cuadrado, y entonces ©N es medial



[X 21]; por tanto ®N 0 es expresable o es medial. Pero @N es igual a Ar; luego AT o
es expresable o es medial.

Por consiguiente, si el (rectangulo) comprendido por (rectas) conmensurables
so6lo en cuadrado..., etc.

ProprosicioN 26

Un (drea) medial no excede a otra medial en un (drea) expresable.

Pues, si es posible, exceda el (area) AB al (area) medial AT en el (area) expresable
AB, y pongase la recta expresable Ez, y apliquese a Ez el paralelogramo rectangulo ze
igual a AB de modo que produzca la anchura Ee, y quitese el (rectangulo) zH igual
a AT; entonces el resto BA es igual al resto K@. Pero AB es expresable; por tanto K@
también es expresable. Asi pues, dado que cada uno de los (rectangulos) AB, AT es
medial, y AB es igual a ze, mientras que AT es igual a zH, entonces cada uno de los
(rectangulos) ze, zH es también medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable EZ;
entonces cada una de las (rectas) ©E, EH es expresable e inconmensurable en longitud
con Ez [ X 22]. Ahora bien, puesto que AB es expresable y es igual a Ko; entonces Ko, es
también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Ez; luego HO es también
expresable y conmensurable en longitud con Ez [ X 20]. Pero EH es también expresable
e inconmensurable en longitud con Ez; entonces EH es inconmensurable en longitud
con He [X 13]. Ahora bien, como EH es a HO, asi el (cuadrado) de EH es al (rectangulo
comprendido) por EH, H®; entonces el (cuadrado) de EH es inconmensurable con el
(rectangulo comprendido) por EH, H® [X 11]. Pero los cuadrados de EH, H® son
conmensurables con el (cuadrado) de EH, porque ambos son expresables; pero dos
veces el (rectangulo comprendido) por EH, HO es conmensurable con el (rectangulo
comprendido) por EH, HEO, porque es el doble que ¢l [X 6]; por tanto, los cuadrados
de EH, HO son inconmensurables con dos veces el (rectangulo) comprendido) por EH,
Ho [X 13]; luego, tanto la suma de los (cuadrados) de EH, H® como dos veces el
(rectangulo comprendido) por EH, HO, que es precisamente el cuadrado de e [II 4],
es inconmensurable con los (cuadrados) de EH, HO [X 16]. Pero los (cuadrados) de EH,
HO son expresables; luego el (cuadrado) de E@ no es expresable [X Def. 4]. Por tanto,
E® no es expresable. Pero también es expresable; lo cual es imposible.
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Por consiguiente, un (area) medial no excede a otra (area) medial en un (area)
expresable. Q. E. D.

Prorosicion 27

Hallar rectas mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan un
(rectangulo) expresable.



Ponganse dos rectas, A, B, expresables conmensurables solo en cuadrado, y tomese
la media proporcional, T, de A, B, y, como A es aB, seaasiraa [VI21].

Y puesto que A, B son rectas expresables conmensurables solo en cuadrado,
entonces el (rectangulo comprendido) por A, B, es decir, el cuadrado de r [VI 17] es
medial [X 21]. Entonces I es medial. Y puesto que, como AesaB, T esaA,y A, Bson
conmensurables so6lo en cuadrado, entonces I', A son también conmensurables sélo en
cuadrado [X 11]. Ahora bien, I es medial, luego también A es medial. Por tanto, T, A
son mediales y conmensurables solo en cuadrado.

L .
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Digo que también comprenden un rectangulo expresable.

Pues, dado que, como A es a B, asiI' a A, entonces, por alternancia, como A es a
r,BesaA[V 16]. PerocomoAesar,Besaa[V 16]. PerocomoAesar, I esa
B; entonces, como I' €s a B, asi B a A; luego el (rectangulo comprendido) por T, A es
igual al cuadrado de B. Pero el cuadrado de B es expresable; por tanto el (rectangulo
comprendido) por T, A es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmensurables solo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable. Q. E. D.

Prorosicion 28

Hallar (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan un
(rectangulo) medial.



Ponganse las (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado A, B, I' y
tomese la media proporcional A de A, B[VI 13],ycomoBesar,seaasiaag[VI12].
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Puesto que A, B son rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado,
entonces el (rectangulo comprendido) por A, B, es decir el (cuadrado) de A [VI 17]
es medial, luego A es medial [X 21]. Y puesto que B, I' son conmensurables sélo en
cuadrado, y como B es aT, A es a E, entonces A, E son también conmensurables s6lo
en cuadrado [X 11]. Pero A es medial; entonces E es también medial [X 23]. Luego A,
E son mediales y conmensurables solo en cuadrado.

Digo ademads que también comprenden un rectangulo medial.

Pues, dado que, como B es a T, asi A a E, entonces, por alternancia, como B e€s a
A,asiTaE. Y como BesaaA, asi AaA; entonces, como A €s a A, asi también I' a E;
luego el (rectangulo comprendido) por A, I es igual al (rectangulo comprendido) por
A, E [VI 16]. Pero el (rectangulo comprendido) por A, T es medial [X 21]. Por tanto,
el (rectangulo comprendido) por A, E es también medial.

Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmensurables sélo en
cuadrado que comprenden un rectangulo medial. Q. E. D.

LEmMA 1
Hallar dos numeros cuadrados tales que su suma sea también un cuadrado.

Ponganse dos nimeros AB, BI' y sean pares o impares. Y puesto que, tanto si de un
nimero par se quita un niumero par, como si de un namero impar se quita un nimero
impar, el resto es par [IX 24-26]; entonces el resto AT es par. Dividase Ar en dos
partes iguales por A. Y sean AB, BI' 0 numeros planos semejantes o numeros cuadrados,
que son también ellos mismos numeros planos semejantes; entonces, el producto de
AB, BI' junto con el (cuadrado) de ra es igual al cuadrado de BA. Y el producto de
AB, BT es también un cuadrado, puesto que precisamente hemos demostrado que, si
dos ntimeros planos semejantes, al multiplicarse entre si, hacen algiin (nimero) el
producto es un numero cuadrado [IX 1]; entonces, se han hallado dos numeros
cuadrados, el producto de AB, BI' y el cuadrado de ra que, sumados, hacen el cuadrado
de BA.
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Y queda claro que se han hallado a su vez dos nimeros cuadrados, el (cuadrado)
de BAy el (cuadrado) de ra, tales que su diferencia, el producto de AB, BI' s un numero
cuadrado, siempre que AB, BI' sean numeros planos semejantes. Pero en el caso de que
no sean nameros planos semejantes, se han hallado dos cuadrados, el (cuadrado) de Ba
y el (cuadrado) de Ar, cuya diferencia, el producto de AB, BT no es un cuadrado. Q. E. D.

LEMA 2
Hallar dos numeros cuadrados tales que su suma no sea un cuadrado.

Sea, pues, el producto de AB, Br, segun dijimos, un cuadrado, y sea I'A un nimero
par, y dividase en dos partes iguales por A. Queda claro que el producto de AB, Br
junto con el cuadrado de raA es igual al cuadrado de BaA [lema 1]. Quitese la unidad AE;
entonces el producto de AB, BI' junto con el cuadrado de T'E es menor que el cuadrado
de BA.
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Pues bien, digo que el cuadrado producto de AB, BI' junto con el (cuadrado) de
T'E no sera un nimero cuadrado.

Pues si es cuadrado, o es igual al (cuadrado) de BE o menor que el (cuadrado) de
BE, pero no es mayor, para que no se divida la unidad.

En primer lugar, si es posible, sea el (producto) de AB, BI' junto con el (cuadrado)
de r'E igual al cuadrado de BE, y sea HA el doble de la unidad AE. Asi pues como el
total AT es el doble del total A y en ellos AH es el doble de AE, entonces el resto HI" es
el doble del resto Er; luego HI se ha dividido en dos partes iguales por E; por tanto, el
(producto) de HB, BT junto con el (cuadrado) de rE es igual al (cuadrado) de BE [II 6].
Pero se ha supuesto que el (producto) de AB, BI' junto con el (cuadrado) de T'E es igual
al (cuadrado) de BE; entonces el (producto) de HB, BI junto con el (cuadrado) de I'E es
igual al (producto) de AB, BI junto con el (cuadrado) de I'E. Ahora bien, si se quita de
ambos el (cuadrado) de TE, se sigue que AB es igual a HB; lo cual es absurdo. Luego
el (producto) de AB, BI junto con el (cuadrado) de I'E no es igual al (cuadrado) de BE.

Digo ademas que tampoco es menor que el (cuadrado) de BE. Pues, si es posible,
sea igual al (cuadrado) de Bz, y sea @A el doble de Az. Pues bien, se seguird de nuevo
que or es el doble de rz; de modo que re ha sido dividida también en dos partes
iguales por z y que, por eso, el (producto) de @B, Br junto con el (cuadrado) de zr



es igual al (cuadrado) de Bz [II 6]. Pero se ha supuesto que el (producto) de AB, BI
junto con el (cuadrado) de rE es igual al (cuadrado) de Bz. De modo que también el
(producto) de @B, BI junto con el (cuadrado) de rz serd igual al (producto) de AB, BI
junto con el (cuadrado) de r'E; lo cual es absurdo. Luego el (producto) de AB, BI' junto
con el (cuadrado) de e no es menor que el (cuadrado) de BE. Pero se ha demostrado
que tampoco es igual al (cuadrado) de BE. Por consiguiente el (producto) de AB, BI
junto con el (cuadrado) de T'E no es un cuadrado. Q. E. D.

Prorosicion 29

Hallar dos rectas expresables conmensurables solo en cuadrado, de modo que
el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en el cuadrado de una recta
conmensurable en longitud con ella (la mayor).

Pongase, pues, una recta expresable AB y los dos numeros cuadrados ra, AE, de
modo que su diferencia T'E no sea un cuadrado [lema 1], y describase sobre AB el
semicirculo AzB, y hagase de forma que como Al es a T'E, asi el cuadrado de BA al
cuadrado de Az [X 6 Por.], y tracese zB.

Puesto que, como el (cuadrado) de BA es al (cuadrado) de Az, asi AT a I'E, entonces
el (cuadrado) de BA guarda con el (cuadrado) de Az la razon que el nimero Ar guarda
con el numero T'E; luego el (cuadrado) de BA es conmensurable con el (cuadrado) de
AZ [X 6]. Pero el (cuadrado) de AB es expresable [X Def. 4]; luego el (cuadrado) de
AZ es también expresable [id.]; por tanto Az es también expresable. Y puesto que Al
no guarda con AE la razon que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de BA tampoco guarda con el cuadrado de Az la razon que un
numero cuadrado guarda con un niimero cuadrado; luego AB es inconmensurable en
longitud con Az [X 9]. Por tanto BA, AZ son expresables y conmensurables solo en
cuadrado. Ahora bien, dado que, como Al es a I'E, asi el (cuadrado) de BA al (cuadrado)
de Az, entonces, por conversion, como T'A e€s a AE, asi el (cuadrado) de AB es al
(cuadrado) de Bz [V 19 Por.; III 31; I 47]. Pero rA guarda con AE la razéon que un
numero cuadrado guarda con un niimero cuadrado; entonces, el cuadrado de AB guarda
con el cuadrado de Bz la razon que un numero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado. Luego AB es conmensurable en longitud con Bz [X 9]. Y el (cuadrado) de
AB es igual a los (cuadrados) de Az, zB. Luego el cuadrado de AB es mayor que el de
Az en el (cuadrado) de la (recta) BZ conmensurable con ella (AB).
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Por consiguiente, se han hallado dos rectas expresables BA, AZ conmensurables
solo en cuadrado, de modo que el cuadrado de la mayor AB es mayor que el de la menor
Az en el cuadrado de la (recta) BZ conmensurable en longitud con ella (AB). Q. E. D.

Prorosicion 30

Hallar dos rectas expresables conmensurables solo en cuadrado, de modo que
el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en el cuadrado de una (recta)
inconmensurable en longitud con ella (la mayor).

Pongase, pues, larecta expresable AB y los dos numeros cuadrados I'E, EA tales que
su suma, I'A no sea un numero cuadrado [lema 2]. Y describase sobre AB el semicirculo
AZB, y hagase de forma que como AT es aTE, asi el cuadrado de BA al cuadrado de Az [X
6 Por.], y tracese zB. De manera semejante a la (proposicion) anterior demostrariamos
que BA, AZ son expresables y conmensurables solo en cuadrado. Ahora bien, dado que,
como AT es aTE, asi el (cuadrado) de BA al (cuadrado) de Az, entonces, por conversion,
como TI'A €S a AE, asi el (cuadrado) de AB al (cuadrado) de Bz [V 19 por.; II1 31, 1 47].
Pero A no guarda con AE la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado. Entonces el (cuadrado) de AB tampoco guarda con el (cuadrado) de Bz la
razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego AB es
inconmensurable en longitud con Bz [X 9]. Y el cuadrado de AB es mayor que el de
Az en el (cuadrado) de la (recta) zB inconmensurable con ella (AB).
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Por consiguiente, AB, AZ son expresables y conmensurables sélo en cuadrado,
y el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de Az en el cuadrado de la recta zB,
inconmensurable en longitud con ella (AB). Q. E. D.

Prorosicion 31

Hallar dos (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan
un (rectangulo) expresable, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el
de la menor en el cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella (la
mayor).

Ponganse las dos rectas expresables A, B conmensurables solo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de A que es la mayor sea mayor que el cuadrado de la menor,
B, en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (A) [X 29]. Y
sea el (cuadrado) de 1 igual al (rectangulo comprendido) por A, B. Pero el (rectangulo
comprendido) por A, B es medial [X 21]; entonces el (cuadrado) de r también es
medial, luego r es también medial [X 21]. Sea el rectdngulo comprendido por ra
igual al (cuadrado) de B; pero el cuadrado de B es expresable; luego el (rectangulo
comprendido) por I'A es también expresable. Ahora bien, dado que como A es a B, asi
el (rectangulo comprendido) por A, B es al (cuadrado) de B, mientras que el (cuadrado)
de r es igual al (rectdngulo comprendido) por A, B, y el (rectangulo comprendido) por
I, A es igual al (cuadrado) de B, entonces, como A es a B, asi el (cuadrado) de 1 al
(rectangulo comprendido) por I, A. Pero, como el (cuadrado) de 1 es al (rectangulo
comprendido) por I, A, asi I' €s a A; entonces, como A es a B, asi I' a A. Pero A es
conmensurable con B s6lo en cuadrado; luego I es también conmensurable con A s6lo



en cuadrado [X 11]. Y es medial; por tanto A también es medial [X 23]. Ahora bien,
dado que, como A es aB, ' es a A,y el (cuadrado) de A es mayor que el de B en el
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (A), entonces el cuadrado de T es
también mayor que el de A en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella
(r) [X 14].
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Por consiguiente, se han hallado dos rectas mediales ', A conmensurables sélo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable, y el cuadrado de 1 es mayor
que el de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella (T).

De manera semejante se demostraria que (el cuadrado de r es mayor que el
cuadrado de A) en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella
(r), siempre que el cuadrado de A sea mayor que el de B en el (cuadrado) de una (recta)

inconmensurable con ella (A) [X 30]2°.

Prorosicion 32

Hallar dos (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan
un rectangulo medial, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la
menor en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (la mayor).

Ponganse tres rectas expresables A, B, I' conmensurables solo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de A sea mayor que el de T en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (A) [X 29]; y sea el (cuadrado) de A igual al (rectdngulo
comprendido) por A, B. Entonces el (cuadrado) de A es medial; luego A es medial [X
21]. Pero sea el (rectangulo comprendido) por A, E igual al (rectangulo comprendido)
por B, I. Y dado que, como el (rectdngulo comprendido) por A, B es al (rectangulo
comprendido) por B, I, asi A es a I'; mientras que el (cuadrado) de A es igual al



(rectangulo comprendido) por A, By el (rectangulo comprendido) por A, E es igual al
(rectangulo comprendido) por B, I'; entonces, como A es a T, asi el cuadrado de A es
al (rectangulo comprendido) por A, E. Pero como el (cuadrado) de A es al (rectdngulo
comprendido) por A, E, asi A a E; luego como A es aT, asi A aE. Pero A es conmensurable
con A s6lo en cuadrado. Entonces A es conmensurable con E solo en cuadrado [X 11].
Pero A es medial. Luego E es también medial [X 23]. Ahora bien, dado que, como A
esar, A es aE, mientras que el cuadrado de A es mayor que el de T en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (A), entonces el cuadrado de A serd también
mayor que el de E en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (A) [X 14].
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Digo ademas que el (rectangulo comprendido) por A, E es también medial. Pues
como el (rectangulo comprendido) por B, I es igual al (rectaingulo comprendido) por
A, E'y el (rectdngulo comprendido) por B, T es medial [X 21], entonces el (rectangulo
comprendido) por A, E es también medial.

Por consiguiente, se han hallado dos (rectas) mediales A, E conmensurables s6lo
en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial, de modo que el cuadrado de la
mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
con ella (la mayor).

De manera semejante se demostraria también que (el cuadrado de A es mayor
que el de E) a su vez en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (a),
siempre que el cuadrado de A sea mayor que el de T en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (A)27.

LEmMA
Sea ABT un tridngulo rectangulo que tenga recto el angulo correspondiente a A y
tracese la perpendicular AA.

Digo que el (rectdngulo comprendido) por I'B, BA es igual al cuadrado de BA,
mientras que el (rectangulo comprendido) por Br, I'A es igual al cuadrado de ra, y el
(rectangulo comprendido) por Ba, Ar es igual al cuadrado de AA y ademas el
(rectangulo comprendido) por Br, AA es igual al (rectangulo comprendido) por BA, AT.



En primer lugar (digo) que el (rectdngulo comprendido) por I'B, BA es igual al
cuadrado de BA.

Pues como, en un tridngulo rectangulo, se ha trazado la perpendicular Aa desde el
angulo recto hasta la base, entonces los triangulos ABA, AAT son semejantes al triangulo
entero ABI' y entre si [VI 8]. Y puesto que el tridngulo ABT es semejante al tridngulo
ABA, entonces, como I'B €s a BA, asi BA a BA [VI 4]; luego el (rectangulo comprendido)
por I'B, BA es igual al (cuadrado) de AB [VI 17].

Por lo mismo entonces, el (rectangulo comprendido) por BT, I'A es igual también
al cuadrado de Ar.

Ahora bien, dado que, si en un triangulo rectdngulo se traza una perpendicular
desde el angulo recto hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de los
segmentos de la base [VI 8 Por.], entonces, como BA es a AA, asi AA a AT luego el
(rectangulo comprendido) por Ba, AT es igual al cuadrado de AA [VI 17].

Digo que el (rectangulo comprendido) por BT, AA es igual también al (rectangulo
comprendido) por BA, AT. Pues como, segiin hemos dicho, el tridngulo ABI es
semejante al (tridngulo) ABA, entonces, como BI' es a I'A, asi BA a AA [VI 4]. Por
consiguiente, el (rectdngulo comprendido) por B, AA es igual al (rectdngulo
comprendido) por BA, AT [VI 16] Q. E. D.

Prorosicion 33

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados expresable pero el (rectangulo comprendido) por ellas, medial.

Ponganse dos rectas expresables AB, BI' conmensurables sélo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de la mayor, AB, sea mayor que el cuadrado de la menor, BI', en
el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (AB) [X 30], y dividase Br en dos
partes iguales por el (punto) A, y apliquese a AB un paralelogramo igual al cuadrado



de cada una de las (rectas) Ba, Ar y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el
(rectangulo comprendido) por AE, EB [ VI 28]. Describase sobre AB el semicirculo AzB
y tracese Ez formando dngulos rectos con AB y tracense Az, ZB.

o E B A

Y como AB, BT son dos rectas desiguales y el cuadrado de AB es mayor que el
cuadrado de Br en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (AB), mientras
que se ha aplicado a AB un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado de BT, es
decir, al cuadrado de su mitad, y deficiente en la figura de un cuadrado, produciendo el
(rectangulo comprendido) por AE, EB, entonces AE es inconmensurable con EB [X 18].
Ahora bien, como AE es a EB, asi el (rectangulo comprendido) por BA, AE al (rectangulo
comprendido) por AB, BE, mientras que el (rectdngulo comprendido) por BA, AE es
igual al cuadrado de Az, y el (rectdngulo comprendido) por AB, BE al cuadrado de Bz;
entonces el cuadrado de Az es inconmensurable con el cuadrado de zB; luego Az, zB
son inconmensurables en cuadrado. Y como AB es expresable, entonces el cuadrado
de AB es también expresable. De modo que la suma de los cuadrados de Az, zB es
también expresable [[ 47]. Y puesto que a su vez el (rectangulo comprendido) por AE,
EB es igual al cuadrado de Ez y se ha supuesto que el (rectdngulo comprendido) por AE,
EB es igual también al cuadrado de BA, entonces ZE es igual a BA; luego Br es el doble
de zE; de modo que el (rectangulo comprendido) por AB, BI' es tambi€én conmensurable
con el (rectangulo comprendido) por AB, Ez. Pero el (rectdngulo comprendido) por
AB, BI' es medial [X 21]; luego el (rectangulo comprendido) por AB, EZ es también
medial [X 23 Por.]. Pero el (rectangulo comprendido) por AB, Ez es igual al (rectangulo
comprendido) por Az, zB [lema]: por tanto, el (rectingulo comprendido) por Az, zB
es también medial. Y se ha demostrado que la suma de sus cuadrados es también
expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas Az, zB inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable pero el (rectangulo
comprendido) por ellas, medial. Q. E. D.



Prorosicion 34

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial, pero el rectangulo comprendido por ellas expresable.

Ponganse dos rectas mediales, AB, BI, conmensurables solo en cuadrado, que
comprendan un rectangulo expresable, de modo que el cuadrado de AB sea mayor
que el de Br en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AB) [X 31 ad
finem] y describase sobre AB el semicirculo AAB, y dividase AT en dos partes iguales
por el (punto) E, y apliquese a la recta AB un paralelogramo igual al (cuadrado) de BE
deficiente en la figura de un cuadrado, es decir, el (rectangulo comprendido) por Az,
zB [VI 28]. Entonces Az es inconmensurable en longitud con zB [X 18]. Tracese zA,
desde z, formando angulos rectos con AB, y tracense AA, AB.
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Como Az es inconmensurable con zB, entonces el (rectangulo comprendido) por
BA, AZ es inconmensurable también con el (rectangulo comprendido) por AB, Bz [X
11]. Pero el (rectangulo comprendido) por BA, Az es igual al (cuadrado) de AA, y
el (rectangulo comprendido) por AB, Bz (es igual) al (cuadrado) de AB; entonces el
(cuadrado) de AA es también inconmensurable con el (cuadrado) de AB. Y como el
(cuadrado) de AB es medial, entonces la suma de los (cuadrados) de AA, AB es también
medial [IIT 31; T 47]. Y como Br es el doble de Az, entonces el (rectangulo
comprendido) por AB, BI' es también el doble del (rectingulo comprendido) por AB,
ZA. Pero el (rectangulo comprendido) por AB, BI' es expresable; luego el (rectangulo
comprendido) por AB, zA es también expresable [X 6]. Pero el (rectangulo
comprendido) por AB, zA es igual al (rectangulo comprendido) por AA, AB [lema]; de
modo que el (rectangulo comprendido) por AA, AB es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas AA, AB inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial, pero el rectangulo comprendido
por ellas expresable.



Prorosicion 35

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas medial y ademas
inconmensurable con la suma de sus cuadrados.

Ponganse dos rectas mediales conmensurables s6lo en cuadrado AB, BI' que
comprendan un (rectangulo) medial, de modo que el cuadrado de AB sea mayor que
el cuadrado de Br en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AB) [X
32]. Y describase sobre AB el semicirculo AAB, y sea semejante a la anterior el resto
(de la construccion).
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Ahora bien, como Az es inconmensurable en longitud con zB [X 18], AA es
también inconmensurable en cuadrado con AB [X 11]. Y como el (cuadrado) de AB
es medial, entonces la suma de los (cuadrados) de Aa, AB es también medial [IIT 31; I
47]. Ahora bien, como el (rectangulo comprendido) por Az, zB es igual al (cuadrado)
de cada una de las (rectas) BE, Az, entonces BE es igual a Az; luego BI' es el doble de
zA; de modo que el (rectangulo comprendido) por AB, BI es el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, ZA; por tanto, el (rectangulo comprendido por AB, BI' es medial;
entonces el.(rectangulo comprendido) por AB, zA es también medial [X 32 Por.]. Y
también es igual al (rectangulo comprendido) por AA, AB [Lema siguiente a X 32];
luego el (rectangulo comprendido) por AA, AB es también medial. Ahora bien, como
AB es inconmensurable en longitud con B, mientras que I'B €s conmensurable con BE,
entonces AB es inconmensurable en longitud con BE [ X 13]; de modo que el (cuadrado)
de AB es inconmensurable con el (rectingulo comprendido) por AB, BE [X 11]. Pero
los (cuadrados) de AA, AB son iguales al (cuadrado) de AB [I 47], mientras que el
(rectangulo comprendido) por AB, zA, es decir, el (rectangulo comprendido) por AA, AB
es igual al (rectdngulo comprendido) por AB, BE; por tanto, la suma de los (cuadrados)
AA, AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AA, AB.



Por consiguiente, se han hallado las dos rectas AA, AB inconmensurables en
cuadrado, que hacen la suma de sus cuadrados medial y el rectdngulo comprendido
por ellas medial y ademas inconmensurable con la suma de sus cuadrados. Q. E. D.

Prorosicion 36

Si se suman dos rectas expresables conmensurables solo en cuadrado, la (recta)
entera no es expresable; llamesela binomial.

Stmense, pues, las dos (rectas) expresables AB, BI' conmensurables solo en
cuadrado.

Digo que el total AT no es expresable.

Pues, dado que AB es inconmensurable en longitud con BI, porque son
conmensurables solo en cuadrado, mientras que, como AB es a BI, asi el (rectdngulo
comprendido) por AB, BI' al (cuadrado) de BI, entonces, el (rectangulo comprendido)
por AB, BI' es inconmensurable con el (cuadrado) de Br [X 11]. Pero el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BI' es conmensurable con el (rectdngulo
comprendido) por AB, BI' [X 6], mientras que los (cuadrados) de AB, BI' son
conmensurables con el (cuadrado) de Br, porque AB, BI' son expresables
conmensurables solo en cuadrado [X 15], luego el doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI' es inconmensurable con los (cuadrados) de AB, Br. Y, por composicion, el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, BT junto con los (cuadrados) de AB, BT, es
decir, el (cuadrado) de Ar [II 4], es inconmensurable con la suma de los (cuadrados)
de AB, BI' [X 16]: pero la suma de los (cuadrados) de AB, BI es expresable; entonces el
cuadrado de Ar no es expresable; de modo que AT tampoco es expresable; llamesela
binomial. Q. E. D.28.
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Prorosicion 37

Si se suman dos rectas mediales conmensurables solo en cuadrado que
comprendan un (rectangulo) expresable, la (recta) entera no es expresable; llamesela
primera bimedial.

Stimense, pues, las dos rectas mediales AB, BI' conmensurables s6lo en cuadrado
que comprendan un (rectangulo) expresable.
Digo que el total AT no es expresable.



Pues como AB es inconmensurable en longitud con Br, entonces los (cuadrados)
de AB, BI' son inconmensurables con el doble del (rectingulo comprendido) por AB,
BI' [X 36; 11 9-20]. Ahora bien, por composicion, los (cuadrados) de AB, BI' junto con
el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI', que es precisamente el (cuadrado)
de Ar [II 4], es inconmensurable con el (rectingulo comprendido) por AB, BI; y el
(rectangulo comprendido) por AB, BI es expresable; porque se ha supuesto que AB, BI
comprenden un (rectangulo) expresable. Por tanto, el cuadrado de AT no es expresable
[X Def. 4]; llamesela primera bimedial?®.
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Prorosicion 38

Si se suman dos rectas mediales conmensurables solo en cuadrado que
comprendan un (rectangulo) medial, la (recta) entera no es expresable; llamesela
segunda bimedial.

Stimense, pues, las dos (rectas) mediales AB, BI' conmensurables solo en cuadrado
que comprendan un (rectangulo) medial.

Digo que AT no es expresable.

Pongase, pues, la (recta) expresable AE y apliquese a AE el rectangulo Az igual al
(cuadrado) de Ar, de modo que produzca la anchura AH [I 44]. Y como el (cuadrado)
de AT es igual a los (cuadrados) de AB, BI' y el doble del (rectdngulo comprendido) por
AB, BT [II 4], apliquese ahora a AE el (rectdngulo) Ee igual a los (cuadrados) de AB, BT
entonces el (rectdngulo) restante ©z es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI'. Y como cada una de las (rectas) AB, BI' es medial, entonces los (cuadrados)
de AB, BI' son también mediales. Pero se ha supuesto que el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BI' es también medial. Y Ee es igual a los (cuadrados) de AB, BT,
mientras que zo es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI; entonces
cada uno de los (rectangulos) Ee, ©z es medial. Y se han aplicado a la (recta)
expresable AE; luego cada una de las (rectas) A@, ©H es expresable e inconmensurable
en longitud con AE [X 22]. Asi pues, dado que AB es inconmensurable en longitud con
BI, y que, como AB es a BT, asi el (cuadrado) de AB al (rectangulo comprendido) por AB,
BI; entonces el (cuadrado) de AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido)
por AB, BI' [X 11]. Pero la suma de los (cuadrados) de AB, BI' es conmensurable con
el (cuadrado) de AB [X 15], y el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BT es
conmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, BI [X 6]. Por tanto, la suma
de los (cuadrados) de AB, Br es inconmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BI' [X 13]. Pero Ee es igual a los (cuadrados) de AB, BT, y ©Z es
igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI'. Luego Ee es inconmensurable
con 0z; de modo que A®@ es también inconmensurable en longitud con eH [VI 1].



Entonces A@, ®H son expresables conmensurables solo en cuadrado. De modo que AH
no es expresable [X 36]. Pero AE es expresable; y el rectangulo comprendido por una
(recta) no expresable y una expresable no es expresable [X 20]; entonces el area Az
no es expresable, y el lado del cuadrado igual a ella no es expresable [ X Def. 4]. Pero
AT es el lado del cuadrado igual a Az; por consiguiente AT no es expresable; llamesela
segunda bimedial. Q. E. D.

B
Al : {

ﬂ

Prorosicion 39

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de
sus cuadrados expresable y el (rectangulo comprendido) por ellas medial; la (recta)
entera no es expresable; llamesela «mayory.

Stimense pues las dos rectas AB, BI' inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 33].

Digo que AT no es expresable.

Pues como el (rectangulo comprendido) por AB, BI' es medial, el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BI' es medial [X 6 y 23 Por.]. Pero la suma de los
(cuadrados) de AB, BT es expresable; entonces el doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI' es inconmensurable con la suma de los (cuadrados) de AB, Br; de modo que
los (cuadrados) de AB, BI" junto con el doble del (rectdingulo comprendido) por AB, BT,
que es precisamente el cuadrado de AT también es inconmensurable con la suma de los
(cuadrados) de AB, BI' [X 16]. Por consiguiente, el (cuadrado) de AT no es expresable;
de modo que Ar tampoco es expresable [X Def. 4]; llamesela «mayor». Q. E. D.37,



—

Prorosicion 40

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas expresable, la (recta)
entera no es expresable; llamesela lado del cuadrado equivalente a un drea
expresable mas un darea medial.

Stimense, pues, las dos rectas AB, BI' inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 34].
Digo que AT no es expresable.
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Pues como la suma de los cuadrados de AB, BI' es medial, el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BI' es expresable, entonces la suma de los (cuadrados) de AB,
BI' es inconmensurable con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' [X 16].
De modo que también el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BI. Pero el doble del (rectangulo comprendido) por
AB, BI' es expresable; luego el cuadrado de AT no es expresable. Por tanto, AT no es
expresable; llamesela lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area
medial. Q. E. D.3L.



Prorosicion 41

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de
sus cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas también medial e
inconmensurable ademas con la suma de sus cuadrados, entonces la (recta) entera
no es expresable; llamesela lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas
mediales.

Stimense, pues, las dos rectas AB, BI' inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 35].

Digo que AT no es expresable.

Pongase la recta expresable AE y apliquese a AE el (rectangulo) Az igual a los
(cuadrados) de AB, BI'y el (rectdngulo) He igual al doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI'; entonces el (rectangulo) entero Ae es igual al (cuadrado) de ar [II 4] y
como la suma de los (cuadrados) de AB, BI es medial y es igual a Az, entonces AZ es
medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable AE; luego AH es también expresable e
inconmensurable en longitud con AE [ X 22]. Por lo mismo, HK es también expresable e
inconmensurable en longitud con Hz, es decir, con AE. Y como los (cuadrados) de AB,
BI' son inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI', AZ €s
inconmensurable con H®; de manera que AH también es inconmensurable con HK [VI
I, X 11]. Y son expresables; entonces AH, HK son conmensurables solo en cuadrado;
luego Ak, la llamada binomial, no es expresable [X 36]. Pero AE es expresable;
entonces el (rectangulo) Ae no es expresable, y el lado del cuadrado igual a €l no es
expresable [X Def. 4]. Pero Ar es el lado del cuadrado igual a @A. Por tanto, Al no es
expresable; llamesela lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.
Q. E. D.32,
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Y que las antedichas rectas no expresables se dividen de una sola manera en las
rectas de las que se componen dando lugar a los tipos propuestos lo demostraremos
enseguida, después de adelantar el siguiente lema.

Pongase una recta AB y cortese la (recta) entera en partes desiguales por cada uno
de los puntos I, A; y supdéngase que Al' €s mayor que AB.

Digo que los cuadrados de AT, I'B son mayores que los cuadrados de Aa, AB.

Dividase, pues, AB en dos partes iguales por el (punto) E. Y como AT es mayor
que AB, quitese de ambos Al'; entonces la (recta) restante AA es mayor que la (recta)
restante I'B. Pero AE es igual a EB; entonces AE es menor que EI'; luego los (puntos) I, A
no estan a igual distancia del punto de biseccion. Y como el (rectangulo comprendido)
por AT, I'B junto con el (cuadrado) de Er es igual al (cuadrado) de EB [II 5], mientras
que el (rectangulo comprendido) por AA, AB junto con el (cuadrado) de AE es igual al
(cuadrado) de EB [id.], entonces el (rectangulo comprendido) por AT, I'B junto con el
(cuadrado) de Er es igual al (rectangulo comprendido) por AA, AB junto con el
(cuadrado) de AE; de los cuales el (cuadrado) de AE es menor que el (cuadrado) de Er;
luego el (rectangulo) restante (comprendido) por AT, I'B es menor que el (rectangulo
comprendido) por aA, AB. De modo que el doble del (rectangulo comprendido) por
AT, I'B es también menor que el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB.
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Por consiguiente, el resto, la suma de los (cuadrados) de Ar, B es mayor que la
suma de los (cuadrados) de AA, AB. Q. E. D. 33.

Prorosicion 42

La recta binomial se divide en sus términos por un solo punto.

Sea dividida en sus términos la (recta) binomial AB por el (punto) I'; entonces AT,
I'B son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado [X 36].

Digo que AB no se divide por otro punto en dos rectas expresables conmensurables
solo en cuadrado.

T A




Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A, de modo que AA, AB sean
(rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Entonces queda claro que AT
no es la misma que AB. Pues, si es posible, séalo. Entonces AA serd también la misma
que I'B; y como AT es a I'B, asi serd BA a AA, AB resultara dividida también por el punto
A de la misma manera que por el punto r; lo cual precisamente se ha supuesto que
no. Luego Ar no es la misma que AB. Por eso los puntos I, A tampoco estan a igual
distancia del punto de biseccion. Luego en aquello en lo que los (cuadrados) de AT, B
difieren de los (cuadrados) de AA, AB, en eso difieren también el doble del (rectangulo
comprendido) por AA, AB del doble del (rectdngulo comprendido) por AT, I'B, porque,
tanto los (cuadrados) de AT, I'B junto con el doble del (rectangulo comprendido) por AT,
B, como los (cuadrados) de AA, AB junto con el doble del (rectangulo comprendido)
por AA, AB son iguales al (cuadrado) de AB [11 4]. Pero los (cuadrados) de AT, B difieren
de los (cuadrados) de AA, AB en un drea expresable; pues ambos son expresables;
luego el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB también difiere del doble del
(rectangulo comprendido) por AT, I'B en un area expresable, ain siendo medial [X
21]; lo cual es absurdo; porque un (area) medial no excede a otra (area) medial en un
(area) expresable [X 26].

Por consiguiente, la recta binomial no se divide por diferentes puntos; luego se
divide por uno sdlo. Q. E. D.

ProrosicioN 43

La recta primera bimedial se divide por un solo punto.

Sea dividida la recta primera bimedial AB por el (punto) I, de modo que AI', I'B sean
(rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan un (rectangulo)
expresable [X 37].
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Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A, de modo que las rectas
AA, AB sean (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que contengan un
(rectangulo) expresable. Pues como en aquello en que difiere el doble del (rectdngulo
comprendido) por AA, AB, del doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B, en e€so
difieren los (cuadrados) de Ar, IB de los (cuadrados) de AA, AB, mientras que el doble
del (rectangulo comprendido) por AA, AB difiere del doble del (rectangulo
comprendido) por Al I'B en un (area) expresable, porque ambas son expresables,
entonces los (cuadrados) de Ar, B difieren también de los (cuadrados) de AA, AB en
un (area) expresable, aun siendo mediales; lo cual es absurdo [X 26].




Por consiguiente, la (recta) primera bimedial no se divide en sus términos por
diferentes puntos; luego se divide por uno sdlo. Q. E. D.

Prorosicion 44

La recta segunda bimedial se divide por un solo punto.

Sea dividida la (recta) segunda bimedial AB por el punto I, de modo que AT, I'B
sean (rectas) mediales conmensurables so6lo en cuadrado que comprendan un
rectangulo medial [X 38]; entonces queda claro que I no es el punto de biseccion,
porque los segmentos no son conmensurables en longitud.
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Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase por el (punto) A, de modo que Al no sea la misma
que AB, sino que AT sea por hipotesis mayor; entonces es evidente que los (cuadrados)
de AA, AB, segiin hemos demostrado mas arriba [Lema] también son menores que los
(cuadrados) de Ar, I'B; supongase que AA, AB son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado que comprendan un (rectangulo) medial. Y pongase la (recta)
expresable Ez, y apliquese a EZ un paralelogramo rectangulo, EK, igual al (cuadrado)
de AB; quitese, por otra parte, EH igual a los (cuadrados) de AT, I'B; entonces el resto ©K
es igual al doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, B [II 4]. Quitese, a su vez, EA
igual a los (cuadrados) de AT, I'B que precisamente se ha demostrado que son menores
que los de Ar, B [Lema]; entonces el (rectangulo) restante MK es también igual al
doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB. Y como los (cuadrados) de Ar, I'B son
mediales, entonces EH es medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Ez, luego E®
es expresable e inconmensurable en longitud con Ez [X 22]. Por lo mismo, entonces,
ON es también expresable e inconmensurable en longitud con Ez. Y puesto que AT, I'B
son mediales y conmensurables so6lo en cuadrado, entonces AT es inconmensurable



en longitud con B. Pero, como Ar es a I'B, asi el (cuadrado) de AT es al (rectdngulo
comprendido) por Ar, T'B; entonces el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el
(rectangulo comprendido) por AT, B [X 11]: pero los (cuadrados) de Ar, B son
conmensurables con el (cuadrado) de Ar; porque Ar, I'B son conmensurables en
cuadrado [X 15]. Ahora bien, el doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B es
conmensurable con el (rectangulo comprendido) por Ar, rB [X 6]. Entonces los
(cuadrados) de Ar, I'B son también inconmensurables con el doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B [X 13]. Pero EH es igual a los (cuadrados) de AT, I'B, mientras
que oK es igual al doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, rB; luego EH es
inconmensurable con 6K; de modo que E® es también inconmensurable en longitud
con oN [VI 1; X 11]. Y son expresables; entonces E®, 6N son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado. Pero si se suman dos rectas expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, la recta entera, la llamada binomial, no es
expresable; entonces EN es una (recta) binomial dividida por el (punto) e. Siguiendo el
mismo procedimiento se demostraria que EM, MN son expresables y conmensurables
solo en cuadrado; y EN serd una (recta) binomial dividida por los puntos diferentes
0, M; ahora bien, E® no es la misma que MN, porque los (cuadrados) de AT, I'B son
mayores que los (cuadrados) de AA, AB. Pero los cuadrados de AA, AB son mayores que
el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB; luego los (cuadrados) de AT, I'B, es
decir EH, son mucho mayores que el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB,
es decir, MK; de modo que E® es también mayor que MN.
Por consiguiente, E® no es la misma que MN. Q. E. D.

Prorosicion 45

La recta «mayory se divide por uno y el mismo punto.

Sea dividida la recta «mayor» AB por el (punto) I de modo que AT, I'B sean (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de Ar, B
expresable, pero el (rectangulo comprendido) por Ar, I'B medial [X 39].



LB

Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A de modo que AA, AB sean
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hagan la suma se los cuadrados de AA, AB
expresable, pero el (rectangulo comprendido) por ellas medial. Y como en aquello
en que los (cuadrados) de AT, B difieren de los (cuadrados) de AA, AB, en eso difiere
también el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB del doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, I'B, mientras que los (cuadrados) de Ar, rB exceden a los
(cuadrados) de AA, AB en un (&rea) expresable, porque ambos son expresables;
entonces el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB también excede del doble
del (rectangulo comprendido) por AT, I'B en un (area) expresable, aun siendo mediales;
lo cual es imposible [X 26]. Luego la (recta) «mayor» no se divide por diferentes
puntos. Por consiguiente, se divide so6lo por uno y el mismo punto. Q. E. D.

ProrosICION 46

El lado del cuadrado equivalente a un area expresable mds un drea medial se
divide solo por un punto.

Sea dividido el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas un area
medial AB por el punto I, de modo que Ar, I'B sean (rectas) inconmensurables en



cuadrado que hagan la suma de los (cuadrados) de Ar, rB medial, y el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, AB expresable [X 40].

A

+ A

1B

Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A, de modo que AA, AB sean
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los (cuadrados) de AA,
AB medial y el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB expresable. Pues como
en aquello en que difiere el doble del (rectangulo comprendido) por AT, B del doble
del (rectangulo comprendido) por AA, AB, en eso difieren también los (cuadrados) de
AA, AB de los (cuadrados) de Ar, 1B y el doble del (rectangulo comprendido) por Ar,
B excede del doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB en un (area) expresable,
entonces los (cuadrados) de AA, AB también exceden a los (cuadrados) de Ar, I'B en
un (area) expresable, alin siendo mediales; lo cual es imposible [X 26]. Luego el lado
del cuadrado equivalente a un (drea) expresable mas un (area) medial no se divide
por diferentes puntos.

Por consiguiente, se divide por un solo punto. Q. E. D.

Prorosicion 47



El lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales se divide
por un solo punto.

Sea dividida AB por el punto ', de modo que AT, I'B sean (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de AT, B medial y el (rectangulo
comprendido) por Ar, rB medial también e inconmensurable con la suma de sus
cuadrados.

E M © N
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Digo que AB no se divide por otro punto cumpliendo las condiciones propuestas.

Pues, si es posible, dividase por el (punto) A de modo que sea evidente que AT no
es la misma que AB, sino mayor que AT’ por hipotesis.

Y pongase la (recta) expresable Ez, y apliquese a Ez el (rectangulo) EH igual a los
(cuadrados) de Ar, I'B, y el rectdngulo oK igual al doble del (rectangulo comprendido)
por Ar, I'B; entonces el (rectdngulo) entero EK es igual al cuadrado de AB [II 4].
Apliquese, a su vez, a Ez el (rectangulo) EA igual a los (cuadrados) de Aa, AB; entonces,
el resto, el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, AB es igual al resto MK. Y
como se ha supuesto que la suma de los (cuadrados) de AT, I'B es medial, entonces EH
también es medial. Y se ha aplicado a la (recta expresable) Ez. Luego ©E es expresable
e inconmensurable en longitud con Ez [ X 22]. Por lo mismo, entonces, ©N es una recta



expresable inconmensurable en longitud con Ez. Y como la suma de los (cuadrados)
de Ar, I'B es inconmensurable con el doble del (rectdngulo comprendido) por AT, T'B,
entonces EH es inconmensurable con HN; de modo que E© es inconmensurable con 6N
[VI 1; X 11]. Y son expresables; entonces E®, N son expresables conmensurables
solo en cuadrado; luego EN es una (recta) binomial dividida por el (punto) e [X 36].
De manera semejante demostrariamos que también se divide por el (punto) M. Ahora
bien, E® no es la misma que MN; entonces una (recta) binomial se ha dividido por dos
puntos diferentes; lo cual es absurdo [X 42]. Luego el lado del cuadrado equivalente
a la suma de dos (4reas) mediales no se divide por dos puntos diferentes.
Por consiguiente, se divide por uno sélo.

SEGUNDAS DEFINICIONES?**

1. Dada una recta expresable y otra binomial dividida en sus términos, de forma que el
cuadrado del término mayor sea mayor que el cuadrado del (término) menor
en el (cuadrado) de una recta conmensurable en longitud con ¢l (el mayor); si
el término mayor es conmensurable en longitud con la recta expresable dada,
llamese (la recta entera) primera binomial.

2. Y si el término menor es conmensurable en longitud con la (recta) expresable,
llamese (la recta entera) segunda binomial.

3. Pero si ninguno de los términos es conmensurable en longitud con la recta
expresable dada, llamese (la recta entera) tercera binomial.

4. Si el cuadrado del término mayor es, a su vez, mayor (que el del menor) en el
cuadrado de una (recta) inconmensurable en longitud con el mayor, entonces,
si el término mayor es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, llamese (la recta entera) cuarta binomial.

. Pero si (lo es) el menor, quinta.

. 'Y si ninguno de los dos, sexta.

AN O

ProrosicioN 48

Hallar una recta primera binomial

Pénganse dos nimeros Ar, 'B de modo que su suma AB guarde con BI' la razon
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero no guarde con ra la
razon que un numero cuadrado guarda con un niumero cuadrado [Lema 1 después de
X 28]. Y péngase una recta expresable A, y sea la recta EzZ conmensurable en longitud
con A. Entonces Ez es también expresable. Y como el nimero BA es al nimero AT, sea
asi el cuadrado de Ez al cuadrado de zH [X 6 Por.]. Pero AB guarda con AT la razén
que un numero guarda con un nimero; entonces el cuadrado de Ez guarda también



con el cuadrado de zH la razén que un nimero guarda con un niumero; de modo que el
(cuadrado) de Ez es conmensurable con el (cuadrado) de zH [X 6]. Y EZ es expresable,
luego zH es también expresable. Ahora bien, dado que BA no guarda con AT la razén
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces el cuadrado de
EZz tampoco guarda con el cuadrado de zH la razoén que un numero cuadrado guarda
con un numero cuadrado. Luego Ez es inconmensurable en longitud con zH [X 9].
Entonces Ez, zH son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Luego EH
es binomial [X 36].

A — O |

Digo que también es primera.

Pues, dado que como el nimero BA es al (nimero) AT, asi el (cuadrado) de Ez
al (cuadrado) de zH, y que BA es mayor que Ar, entonces, el (cuadrado) de Ez es
también mayor que el (cuadrado) de zH. Sean, pues, los (cuadrados) de zH, @ iguales al
(cuadrado) de Ez. Y dado que, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de Ez al (cuadrado)
de zH, entonces, por conversion, como AB es a BT, asi el (cuadrado) de Ez al (cuadrado)
de ® [V 19 Por.]. Pero AB guarda con BT la razén que un nimero cuadrado guarda
con un nimero cuadrado; entonces el (cuadrado) de Ez guarda con el (cuadrado) de
0 la razoén que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Luego Ez es
conmensurable en longitud con @ [X 9]; por tanto, el cuadrado de Ez es mayor que el
(cuadrado) de zH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Ez). Y Ez, ZH
son (rectas) expresables, y EzZ es conmensurable en longitud con A.

Por consiguiente EH es una primera binomial. Q. E. D.

ProrosicioN 49

Hallar una (recta) segunda binomial.

Ponganse dos nimeros Ar, 'B de modo que su suma AB guarde con BI' la razon
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero no guarde con AT la



razon que un namero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, y pongase la recta
expresable A, y sea la recta Ez conmensurable en longitud con A; entonces EZ es
expresable. Y héagase de forma que, como el nimero ra es al nimero AB, sea asi
el (cuadrado) de Ez al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de Ez es
conmensurable con el cuadrado de zH [X 6]. Luego zH es expresable. Ahora bien,
dado que el nimero 'A no guarda con el (nimero) AB la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, ni el cuadrado de Ez guarda con el (cuadrado) de
ZH la razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; entonces EZ
es inconmensurable en longitud con zH [X 9]; luego Ez, ZH son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado; por tanto, EH es binomial.

L H

Hay que demostrar ahora que también es segunda.

Pues, dado que, por inversion, como el niumero BA es al (numero) Ar, asi el
(cuadrado) de Hz al (cuadrado) de ZE, mientras que BA es mayor que AT’; entonces el
cuadrado de Hz es mayor que el (cuadrado) de zE.

Sean los (cuadrados) de Ez, @ iguales al (cuadrado) de Hz; entonces, por
conversion, como AB es a BI, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de e [V 19 Por.].
Pero AB guarda con Br la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado; luego el (cuadrado) de zH guarda también con el (cuadrado) de e la razén
que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Por tanto, zH es
conmensurable en longitud con e [X 9]; de modo que el cuadrado de zH es mayor que
el cuadrado de zE en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (zH). Ahora
bien, zH, ZE son (rectas) racionales conmensurables s6lo en cuadrado, y el término
menor Ez es conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada A.



Por consiguiente, EH es una segunda binomial. Q. E. D.

Prorosicion 50

Hallar una (recta) tercera binomial.

Pénganse dos nimeros AT, 'B de modo que su suma AB guarde con BI' la razon
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero no guarde con AT la
razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Pongase otro nimero
cualquiera A, que no sea cuadrado y que no guarde con ninguno de los nimeros BA,
AT la razoén que un nimero cuadrado guarda con un niumero cuadrado; pongase una
recta expresable E y hdgase de forma que, como A es a AB, sea asi el (cuadrado) de E
al cuadrado de la (recta) zH [X 6 Por.]. Entonces, el cuadrado de E es conmensurable
con el (cuadrado) de zH [X 6]. Ahora bien, E es una (recta) expresable; luego zH es
también expresable. Y dado que A no guarda con AB la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, ni el cuadrado de E guarda con el (cuadrado) de
ZH la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces E es
inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Hagase de forma que, como el numero
BA es al (numero) AT, sea asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He [X
6 Por.]; entonces el (cuadrado) de zH es conmensurable con el (cuadrado) de He [X
6]. Pero zH es una (recta) expresable; entonces HO es también expresable. Y dado
que BA no guarda con AT la razéon que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado, el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de @H la razon que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Entonces zH es inconmensurable
en longitud con ©H [X 9]. Luego zH, HO son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado; por tanto, ze es binomial [X 36].

A

Digo que también es tercera.

Asi pues, dado que como A es a AB, asi el (cuadrado) de E es al (cuadrado) de zH,
mientras que, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de H®, entonces,
por igualdad, como A es a AT, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de Ho [V 22]. Pero A



no guarda con AT la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de E tampoco guarda con el cuadrado de He la razén que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego E es inconmensurable en
longitud con He [X 9]. Ahora bien, dado que, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de
7H al (cuadrado) de Ho, entonces el (cuadrado) de zH es mayor que el (cuadrado) de
Ho. Pues bien, sean los (cuadrados) de Ho, K iguales al (cuadrado) de zH; entonces,
por conversion, como AB es a BI, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de K [V 19
Por.]. Pero AB guarda con BT la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH guarda con el (cuadrado) de K la razoén que
un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego zH es conmensurable en
longitud con K [X 9]. Por tanto, el cuadrado de zH es mayor que el cuadrado de HO
en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (zH). Y zH, HO son (rectas)
expresables conmensurables solo en cuadrado, y ninguna de ellas es conmensurable
en longitud con E.
Por consiguiente, zo es una tercera binomial. Q. E. D.

Prorosicion 51

Hallar una (recta) cuarta binomial.

Ponganse dos numeros Ar, B de modo que AB no guarde ni con BI, ni con Al
la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Pongase la recta
expresable A y sea la (recta) Ez conmensurable en longitud con A; entonces EZ es
expresable. Y hagase de forma que, como el nimero BA es al (nimero) AT, sea asi
el (cuadrado) de Ez al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]. Entonces el (cuadrado) de Ez es
conmensurable con el (cuadrado) de zH [X 6]. Luego zH es también expresable. Y
dado que BA no guarda con AT la razon que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado, ni el (cuadrado) de Ez guarda con el (cuadrado) de zH la razén que un
numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; entonces EZ es inconmensurable
en longitud con zH [X 9]. Luego Ez, ZH son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado; de modo que EH es binomial.
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Digo ahora que también es cuarta.

Pues, dado que como BA es a AT, asi el (cuadrado) de Ez al (cuadrado) de zH,
entonces el (cuadrado) de Ez es mayor que el (cuadrado) de zH. Pues bien, sean los
(cuadrados) de zH, o iguales al (cuadrado) de Ez; entonces, por conversion, como
el naimero AB es al (nimero) BI, asi el (cuadrado) de Ez al (cuadrado) de © [V 19
Por.]. Pero AB no guarda con BT la razén que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; entonces el (cuadrado) de Ez tampoco guarda con el (cuadrado) de
0 la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Luego Ez es
inconmensurable en longitud con @ [X 9]. Por tanto, el cuadrado de Ez es mayor que
el de Hz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (Ez). Ahora bien, Ez,
ZH son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado, y EZ es conmensurable
en longitud con A.

Por consiguiente, EH es una cuarta binomial. Q. E. D.

ProrosiciON 52



Hallar una (recta) quinta binomial.

Ponganse dos ntimeros AT, B de modo que AB no guarde con ninguno de ellos la
razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; pongase una (recta)
expresable cualquiera A, y sea la (recta) EZ conmensurable con A; entonces EZ es
expresable. Hagase de forma que como I'A es a AB, sea asi el (cuadrado) de Ez al
(cuadrado) de zH [X 6 Por.]. Pero ra no guarda con AB la razén que un nimero
cuadrado guarda con un ntimero cuadrado; entonces el (cuadrado) de Ez tampoco
guarda con el (cuadrado) de zH la razon que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado. Luego Ez, ZH son (rectas) expresables conmensurables s6lo en
cuadrado [X 9]. Por tanto, EH es binomial [X 36].

=k 5 +E
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Digo ahora que también quinta.

Pues, dado que, como I'A es a AB, asi el (cuadrado) de Ez al (cuadrado) de zH,
entonces, por inversion, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de
ZE. Luego el (cuadrado) de HZ es mayor que el (cuadrado) de zE. Pues bien, sean
los (cuadrados) de Ez, © iguales al (cuadrado) de HZ; entonces, por conversion, como
el nimero AB es al (nimero) B, asi el (cuadrado) de Hz al (cuadrado) de © [V 19
Por.]. Pero AB no guarda con Br' la razén que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado)
de © la razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego zH
es inconmensurable en longitud con @ [X 9]; de modo que el (cuadrado) de zH es
mayor que el (cuadrado) de zE en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con



ella (zH). Y Hz, ZE son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y el
término menor EZ es conmensurable en longitud con la recta expresable dada A.
Por consiguiente, EH es una quinta binomial. Q. E. D.

Prorosicion 53

Hallar una (recta) sexta binomial.

Ponganse dos nimeros AT, I'B, de modo que AB no guarde con ninguno de ellos la
razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; y haya también otro
numero A que no sea cuadrado y no guarde con ninguno de los (nimeros) BA, AT la
razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; péngase una (recta)
expresable E, y hagase de forma que, como A es a AB, sea asi también el (cuadrado)
de E al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de E es conmensurable
con el (cuadrado) de zH [X 6]. Ahora bien, E es expresable; luego zH es también
expresable. Y como A no guarda con AB la razoén que un nimero cuadrado guarda con
un numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de E tampoco guarda con el (cuadrado)
de zH la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego E es
inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Ademas hagase de forma que, como BA
€s a AT, asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He [X 6 Por.]; entonces el
(cuadrado) de zH es conmensurable con el (cuadrado) de oH; luego el (cuadrado) de
©H es expresable; por tanto, ©H es expresable. Y puesto que BA no guarda con AT la
razon que un numero cuadrado guarda con un niumero cuadrado, ni el (cuadrado) de
zH guarda con el (cuadrado) de He la razon que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado, entonces ZH es inconmensurable en longitud con He [X 9]. Luego
ZH, HO son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado. Por tanto, ze es
binomial [X 36].



Lo

Hay que demostrar ahora que también es sexta.

Pues bien, dado que como A es a AB, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de zH,
pero también, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces,
por igualdad, como A es a Ar, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de Ho [V 22].
Pero A no guarda con Ar la razéon que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado, entonces el (cuadrado) de E no guarda con el (cuadrado) de He la razon que
un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego E es inconmensurable en
longitud con He [X 9]. Pero se ha demostrado que es también inconmensurable con
ZH; entonces cada una de las (rectas) zH, HO es inconmensurable en longitud con E.
Y dado que, como BA es a AT, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces
el (cuadrado) de zH es mayor que el (cuadrado) de He. Sean, pues, los cuadrados
de Ho, K iguales al (cuadrado) de zH; entonces, por conversion, como AB €s a BI,
asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de K [V 19 Por.]. Pero AB no guarda con Br
la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; de modo que el



(cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de K la razén que un ntimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego zH es inconmensurable en longitud
con K [X 9]; entonces el cuadrado de zH es mayor que el de Ho en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (zH). Ahora bien, zH, HO son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado, y ninguna de ellas es conmensurable en longitud
con la recta expresable dada E.

Por consiguiente, 76 es una sexta binomial. Q. E. D.

LEMA
Sean AB, BI dos cuadrados y ponganse de modo que AB esté en linea recta con BE;
entonces ZB estd también en linea recta con BH. Complétese el paralelogramo Ar.

K s I
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Digo que AT es un cuadrado y que AH es media proporcional de AB, BI' y ademas
AT es media proporcional de Ar, I'B.

Pues como AB es igual a BZ, y BE a BH, entonces la (recta) entera AE es igual a la
(recta) entera zH. Pero AE es igual a cada una de las (rectas) Ao, KT, mientras que ZH es
igual a cada una de las (rectas) AK, or [I 34]. Entonces, las (rectas) A, KI" son iguales
respectivamente a las (rectas) AK, or. Luego el paralelogramo Ar es equilatero. Pero
también es rectangular; entonces Ar' es un cuadrado.

Y dado que, como ZB es a BH, asi AB a BE, mientras que, como ZB €s a BH, asi AB
a AH, y como AB es a BE, asi AH a BI' [VI 1], entonces también, como AB €s a AH, asi
AH a BI' [V 11]; luego AH es media proporcional de AB, BI.

Digo ahora que Ar es también media proporcional de AT, T'B.

Pues, dado que, como AA es a AK, asi KH a HI', porque son iguales respectivamente,
y, por composicion, como AK es a KA, asi KI' es a TH [V 18], mientras que, como AK
es a KA, asi AT aTA, y como KI' es a T'H, asi Ar a B [VI 1], entonces, como ATl es a
AT, asi también Ar a Br [V 11].

Por consiguiente, A es media proporcional de Ar, rB. (Que es) lo que se ha
propuesto demostrar3>,



ProrosicioN 54

Si un drea esta comprendida por una (recta) expresable y una primera binomial,
el lado del cuadrado equivalente al (drea) es la (recta) no expresable llamada
binomial.

Esté comprendida, pues, el area Ar por la (recta) expresable AB y la primera
binomial Ar.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Ar es la (recta) no expresable
llamada binomial.

Pues como AA es una (recta) primera binomial, dividase en sus términos por el
(punto) E, y sea AE el término mayor. Queda claro, entonces, que AE, EA son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de
EA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), y AE es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable dada AB [ X Segundas definiciones 1]. Dividase,
pues, EA en dos partes iguales por el punto z. Y como el cuadrado de AE es mayor que
el de Ea en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), entonces, si se
aplica a la (recta) mayor AE un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de
la menor, es decir, al cuadrado de Ez y deficiente en la figura de un cuadrado, la divide
en (partes) conmensurables [ X 17]. Apliquese, pues, a AE el (rectangulo comprendido)
por AH, HE igual al cuadrado de Ez; entonces AH es conmensurable en longitud con
EH. Tracense, a partir de los (puntos) H, E, @, las rectas HO, EK, ZA paralelas a cada
una de las (rectas) AB, I'A; y constriyase el cuadrado =N igual al paralelogramo Ae,
y el (cuadrado) N1 igual al (paralelogramo) HK [II 14], y hdgase de forma que MN
esté en linea recta con N=; entonces PN esta en linea recta con NO. Y complétese el
paralelogramo =I1; entonces =il es un cuadrado [Lema]. Y como el (rectangulo
comprendido) por AH, HE es igual al (cuadrado) de Ez, entonces, como AH es a EZ, asi
ZE a EH [VI 17]; luego como A6 es a EA, EA es a KH [VI 1]; por tanto, EA es media
proporcional de A®, HK. Pero Ae es igual a =N, y HK es igual a NIT; luego EA es media
proporcional de =N, NI1. Pero MP es media proporcional de los mismos =N, NIT [Lema];
luego EA es igual a MP; de modo que también es igual a O=: pero A®, HK son iguales a
TN, NIT; entonces el (paralelogramo) entero Ar es igual al (paralelogramo) entero =1,
es decir, al cuadrado de M=; entonces Mz es el lado del cuadrado equivalente a AT.
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Digo que M= es binomial.

Pues como AH es conmensurable con HE, AE es también conmensurable con cada
una de las (rectas) AH, HE [X 15]. Pero se ha supuesto que AE es también
conmensurable con AB; luego AH, HE son conmensurables con AB [X 12]; y AB es
expresable, luego cada una de las (rectas) AH, HE es también expresable; por tanto,
cada uno de los (rectangulos) A@, HK es expresable [X 19], y A6 es conmensurable con
HK. Pero Ae es igual a =N y HK a NII; entonces =N, NII, es decir, los cuadrados de MN,
NE son expresables y conmensurables. Ahora bien, dado que AE es inconmensurable
en longitud con EA, mientras que AE es conmensurable con AH, y AE es conmensurable
con Ez, entonces AH es inconmensurable con Ez [X 13]; de modo que A®e es
inconmensurable con EA [V 1; X 11]. Pero Ae es igual a =N, y EA a MP; entonces
IN es inconmensurable con MP. Pero como =N es a MP, ON es a NP [VI 1]; luego ON
es inconmensurable con Np [X 11]. Pero ON es igual a MN, y NP a N=. Luego MN es
inconmensurable con N=. Y el cuadrado de MN es conmensurable con el (cuadrado)
de Nz, y cada uno de ellos es expresable; por tanto MN, N= son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado.



Por consiguiente, M= es binomial y el lado del cuadrado equivalente a AT. Q. E. D.

ProposicioN 55

Si un drea esta comprendida por una (recta) expresable y una segunda binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la recta no expresable llamada primera

bimedial.

Esté, pues, comprendida el area ABI'A por la (recta) expresable AB y la segunda
binomial AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Al es una (recta) primera
bimedial.

Pues como AA es una (recta) segunda binomial, dividase en sus términos por el
(punto) E, de modo que AE sea el término mayor; entonces AE, EA son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de
EA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), y el término menor EA
es conmensurable en longitud con AB [X, segundas definiciones, 2]. Dividase EA en
dos partes iguales por el (punto) z, y apliquese a AE el rectangulo AHE igual al cuadrado
de Ez y deficiente en la figura de un cuadrado. Entonces AH es conmensurable en
longitud con HE [X 17]. Y tracense por los (puntos) H, E, Z las (rectas) HO, EK, ZA
paralelas a AB, ', y constriyase el cuadrado =N, igual al paralelogramo Ae, y el
cuadrado Nm igual al (paralelogramo) HK, y hagase de modo que MN, N= estén en
linea recta. Entonces PN esta también en linea recta con No. Complétese el cuadrado
=11; queda claro, entonces, a partir de lo demostrado anteriormente, que MP es media
proporcional de =N, NIT y es igual a EA y que M= es el lado del cuadrado equivalente
al area Ar. Hay que demostrar ahora que M= es una (recta) primera bimedial. Puesto
que AE es inconmensurable en longitud con EA, mientras que EA es conmensurable
con AB, entonces AE es inconmensurable con AB [X 13]. Ahora bien, puesto que AH
es conmensurable con EH, AE es conmensurable también con cada una de las (rectas)
AH, HE [X 15]. Pero AE es inconmensurable en longitud con AB; luego AH, HE son
inconmensurables también con AB [X 13]. Por tanto BA, AH, HE (es decir: BA, AH Y BA,
HE) son (pares de) rectas expresables conmensurables s6lo en cuadrado®®; de modo
que cada uno de los (rectangulos) A@, HK es medial [X 21]. De manera que cada uno de
los (rectangulos) A®, HK es medial [X 21]. De manera que cada uno de los (cuadrados)
TN, NII es también medial. Entonces las (rectas) MN, N= son también mediales. Y dado
que AH es conmensurable en longitud con HE, el (rectdngulo) A@ es conmensurable
también con el (rectangulo) HK [VI 1; X 11], es decir el (cuadrado) de =N con el
(cuadrado) de Ni1, es decir el (cuadrado) de MN con el (cuadrado) de N=. Ahora bien,
como AE es inconmensurable en longitud con EA, mientras que AE es conmensurable
con AH, y EA es conmensurable con Ez, entonces AH es inconmensurable con Ez [X
13]; de modo que el (rectdngulo) Ae es inconmensurable con el (rectingulo) EA, es
decir el (cuadrado) =N con el (cuadrado) Mmp, esto es la (recta) ON con la (recta) Np [VI



I; X 11]. Es decir, MN es inconmensurable en longitud con N=. Pero se ha demostrado
que MN, N= son tanto mediales como conmensurables en cuadrado; entonces MN, N=
son (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado.
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Digo ademés que comprenden un (rectangulo) expresable.

Pues como se ha supuesto que AE es conmensurable con cada una de las (rectas)
AB, EZ, entonces EZ lo es también con EK. Y cada una de ellas es expresable. Por tanto,
EA, es decir MP es expresable [X 19]; pero Mp es el rectangulo MN=. Ahora bien, si se
suman dos (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan un
rectangulo expresable, la (recta) entera no es expresable y se llama primera bimedial
[X 37].

Por consiguiente, M= es una primera bimedial. Q. E. D.



ProprosicioN 56

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una tercera binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) no expresable llamada segunda
bimedial.

Sea, pues, comprendida el area ABrA por la (recta) expresable AB y la tercera
binomial AA dividida por el (punto) E en sus términos, de los cuales el mayor es AE.

A H E Z A
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AT es la (recta) no expresable
llamada segunda bimedial.



Sigase, pues, la misma construccion de la proposicion anterior. Y como AA es
una tercera binomial, entonces AE, EA son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de Ea en el (cuadrado) de una recta
conmensurable con ella (AE), y ninguno de los (términos) AE, EA es conmensurable en
longitud con AB [X Segundas Definiciones 3].

De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostrariamos que M= es el
lado del cuadrado equivalente al area Ar, y MN, N2 son (rectas) mediales
conmensurables s6lo en cuadrado; de modo que Mz es bimedial.

Hay que demostrar ahora que es también segunda.

Puesto que AE es inconmensurable en longitud con AB, es decir con EK, mientras
que AE es conmensurable con EZ, entonces EZ es inconmensurable en longitud con EK
[X 13]. Y son expresables; entonces ZE, EK son (rectas) expresables conmensurables
solo en cuadrado. Luego EA, es decir MP, es medial [X 21], y estd comprendido por
MN, N=; entonces el (rectangulo comprendido) por MN, N= es medial.

Por consiguiente, M=z es una segunda bimedial.

Prorosicion 57

Si un area esta comprendida por una recta expresable y una cuarta binomial, el
lado del cuadrado equivalente al darea es la (recta) no expresable llamada «mayory.

Esté, pues, comprendida el area Ar por la (recta) expresable AB y la cuarta
binomial AA, dividida por el (punto) E en sus términos, de los cuales sea mayor AE.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AT es la (recta) no expresable
llamada «mayor».

Pues como AA es una cuarta binomial, entonces AE, EA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de EA en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AE), y AE es conmensurable en
longitud con AB [X segundas definiciones 4]. Dividase AE en dos partes iguales por
el (punto) z, y apliquese a AE un paralelogramo, el (rectangulo comprendido) por AH,
HE, igual al (cuadrado) de Ez. Entonces AH es inconmensurable en longitud con HE
[X 18]; tracense HO, EK, ZA paralelas a AB, y sigase la misma construccion que en
las proposiciones anteriores; queda claro, entonces, que M= es el lado del cuadrado
equivalente al area Ar.
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Hay que demostrar ahora que M= es la (recta) no expresable llamada «mayor».
Puesto que AH es inconmensurable en longitud con EH, el (rectingulo) A@ es
inconmensurable también con el (rectangulo) HK, es decir el (cuadrado) =N con el
cuadrado NII; entonces MN, N= son inconmensurables en cuadrado. Y como AE es
conmensurable en longitud con AB, AK es expresable [X 19]; y es igual a los
(cuadrados) de MN, Nz; entonces la suma de los (cuadrados) de MN, N= es también
expresable. Ahora bien, puesto que AE es inconmensurable en longitud con AB, es decir
con EK, mientras que AE es conmensurable con Ez, entonces EZ es inconmensurable
en longitud con EK [X 13]. Por tanto, EK, EZ son (rectas) expresables conmensurables
solo en cuadrado; luego AE, es decir Mp, es medial [X 21]. Y estd comprendida por
MN, Nz; luego el (rectangulo comprendido) por MN, N= es medial. Y la [suma] de los
(cuadrados) de MN, N= es expresable, y MN, N= son inconmensurables en cuadrado.
Pero, si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus



cuadrados expresable y el (rectangulo comprendido) por ellas medial, la recta entera
no es expresable y se llama «mayor» [X 39].

Por consiguiente, M= es la (recta) no expresable llamada «mayor» y es el lado del
cuadrado equivalente al area AT. Q. E. D.

Prorosicion 58

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una quinta binomial,
el lado del cuadrado equivalente al drea es la (recta) no expresable llamada lado del
cuadrado equivalente a un area expresable mas un drea medial.

Esté, pues, comprendida el area Ar por la (recta) expresable AB y la quinta
binomial AA dividida en sus términos por el (punto) E, de modo que AE sea el término
mayor.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AT es la (recta) no expresable
llamada lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial.
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Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Queda claro,
entonces, que M= es el lado del cuadrado equivalente al area Ar.

Hay que demostrar ahora que Mz es el lado del cuadrado equivalente a un area
expresable mas un area medial. Pues como AH es inconmensurable con HE [X 18],
entonces A® es inconmensurable con © [VI 1; X 11], es decir el cuadrado de MmN
con el cuadrado de N=; entonces MN, N= son inconmensurables en cuadrado. Y como
AA es una quinta bimedial, y el segmento EA es su segmento menor, entonces EA €s
conmensurable en longitud con AB [X segundas definiciones 5]. Pero AE es
inconmensurable con EA; entonces AB es también inconmensurable en longitud con
AE [X 13]; luego AK, es decir la suma de los (cuadrados) de MN, N= es medial [X 21].
Y como AE es conmensurable en longitud con AB, es decir con EK, mientras que AE
es conmensurable con Ez, entonces EZ es conmensurable con EK [X 12]. Luego EK es
expresable; entonces EA, es decir MP, esto es el (rectdngulo) MN= es también expresable



[X 19]; luego MN, N= son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma
de sus cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas expresable.

Por consiguiente, M=z es el lado del cuadrado equivalente a un area expresable
mas un area medial [X 40] y es el lado del cuadrado equivalente al area Ar. Q. E. D.

ProprosicioN 59

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una sexta binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la recta no expresable llamada lado del
cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Esté, pues, comprendida el area ABrA por la (recta) expresable AB y la sexta
binomial Aa, dividida en sus términos por el (punto) E de modo que AE sea el término
mayor.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Ar es el lado del cuadrado
equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Sigase la misma construccidon que en las demostraciones anteriores. Queda claro,
entonces, que Mz es el lado del cuadrado equivalente al (4rea) AT y que MN es
inconmensurable en cuadrado con N=. Y como EA es inconmensurable en longitud
con AB, entonces EA, AB son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado;
entonces AK, es decir la suma de los (cuadrados) de MN, N= es medial [X 21]: puesto
que EA es a su vez inconmensurable en longitud con AB, entonces ZE es también
inconmensurable en longitud con EK [X 13]; luego ZE, EK son rectas expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, por tanto EA, es decir Mp, esto es el (rectangulo) MN,
Nz es también medial [X 21]. Y como AE es inconmensurable con EzZ, AK es también
inconmensurable con EA [VI 1; X 11]. Pero AK es la suma de los (cuadrados) de MN,
NZ y EA es el (rectangulo) MN, N=; luego la suma de los (cuadrados) de MN, N= es
inconmensurable con el (rectangulo) MN, N=. Ahora bien, cada uno de ellos es medial
y las (rectas) MN, N= son inconmensurables en cuadrado.
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Por consiguiente, M= es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas
mediales [X 41] y el lado del cuadrado equivalente a AT. Q. E. D.

[LEMA

Si una linea recta se corta en (partes) desiguales, los cuadrados de las (partes)
desiguales son mayores que el doble del rectangulo comprendido por las partes
desiguales.

Sea AB la recta y cortese en partes desiguales por el (punto) I', y sea AI' la mayor.
Digo que los (cuadrados) de Ar, B son mayores que el doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B.



1B

Dividase AB en dos partes iguales por el (punto) A. Pues bien, como una linea
recta ha sido cortada en (partes) iguales por el (punto) A y en (partes) desiguales por el
(punto) 1, entonces el (rectangulo comprendido) por AT, I'B junto con el (cuadrado) de
rA es igual al (cuadrado) de Aa [II 5]; de modo que el (rectangulo comprendido) por
AT, B es menor que el (cuadrado) de Aa; luego el doble del (rectangulo comprendido)
por AT, B es menor que el doble del (cuadrado) de AA. Pero los (cuadrados) de Ar,
B son ¢l doble de los de AA, ar [II 9].

Por consiguiente, los (cuadrados) de Ar, rB son mayores que el doble del

(rectangulo comprendido) por AT, I'B. Q. E. D7

Prorosicion 60

El cuadrado de una binomial aplicado a una recta expresable produce como
anchura una primera binomial.

Sea la (recta) binomial AB dividida en sus términos por el (punto) I de modo
que AT sea el término mayor; y poéngase la (recta) expresable AE, y apliquese a AE el
(paralelogramo) AEZH igual al cuadrado de AB y que produzca la anchura AH.

Digo que AH es una primera binomial.

Pues apliquese a AE el (rectangulo) ae igual al (cuadrado) de AT, y el (rectangulo)
KA igual al (cuadrado) de Br; entonces el resto, el doble del (rectangulo comprendido)
por AT, TB es igual a Mz. Dividase la (recta) MH en dos partes iguales por el (punto)



N y trdcese N= paralela [a cada una de las (rectas) MA, HZ]. Entonces cada uno de
los (rectdngulos) M=, Nz es igual a una vez el (rectdngulo) AT, I'B. Y como AB es
una binomial dividida en sus términos por el (punto) I, entonces Ar, I'B son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado [X 36]; luego los (cuadrados) de Ar, B
son expresables y conmensurables entre si; de modo que la suma de los (cuadrados)
de AT, B es también expresable [X 15]. Y es igual a AA. Entonces AA es también
expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable AE, luego la (recta) aAM es
expresable y conmensurable en longitud con AE [X 20]. Puesto que AT, I'B son a su
vez (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, entonces el doble del
(rectangulo comprendido) por AT, I'B, es decir Mz es medial [X 21]. Y se ha aplicado
a la (recta) expresable MA; entonces la (recta) MH es también expresable e
inconmensurable en longitud con MA, es decir con AE [X 22]. Pero MA es también
expresable y conmensurable en longitud con AE; entonces AM es inconmensurable en
longitud con MH [X 13]. Y son expresables; entonces AM, MH son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado; luego AH es binomial [X 36].
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Hay que demostrar que también es primera.

Pues como el (rectangulo) Ar, rB es media proporcional de los (cuadrados de Ar,
rB [Lema después de X 53], entonces M= es también media proporcional de Ae, KA;
por tanto, como A® es a M=, asi ME a KA, es decir, como AK €s a MN, asi MN a MK
[VI 1]; luego el (rectangulo comprendido) por AK, KM es igual al (cuadrado) de MN
[VI 17]. Y como el (cuadrado) de AT es conmensurable con el de I'B, Ae es también
conmensurable con KA; de modo que la (recta) AK es también conmensurable con la
(recta) KM [VI 1; X 11]. Y puesto que los (cuadrados) de Ar, I'B son mayores que el
doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B [Lema], entonces AA es también mayor
que Mz; de modo que AM es también mayor que MH [ VI 1]. Ahora bien, el (rectangulo
comprendido) por AK, KM es igual al (cuadrado) de MmN, es decir a la cuarta parte del
(cuadrado) de MH, y AK es conmensurable con KM. Pero si hay dos rectas desiguales,
y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la



menor, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes) conmensurables,
el cuadrado de la mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (la mayor) [X 17]; entonces el cuadrado de AM es mayor que
el cuadrado de MH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (AM). Ahora
bien, AM, MH son rectas expresables, y AM que es el término mayor es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable dada AE.

Por consiguiente, AH es una primera binomial. Q. E. D.

Prorosicion 61

El cuadrado de una (recta) primera bimedial, aplicado a una recta expresable,
produce como anchura una segunda binomial.

Sea AB la (recta) primera bimedial dividida en sus mediales por el punto r, de
las cuales Ar es la mayor; pongase la recta expresable AE y apliquese a AE un
paralelogramo Az igual al (cuadrado) de AB que produzca la anchura AH.

Digo que AH es una segunda binomial.

Sigase, pues, la misma construccion de los (teoremas) anteriores, y como AB e€s
una primera bimedial dividida por el punto T, entonces AT, I'B son (rectas) mediales
conmensurables s6lo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable [ X 37];
de modo que los (cuadrados) de Ar, B son también mediales [X 21]. Luego AA es
también medial [X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la recta expresable AE; luego Ma
es expresable e inconmensurable en longitud con AE [X 22]. Puesto que el doble del
(rectangulo comprendido) por AT, I'B es a su vez expresable, Mz es también expresable.
Y se ha aplicado a la recta expresable MA; luego MH es también expresable y
conmensurable en longitud con MA, es decir con AE [X 20]; entonces AM es
inconmensurable en longitud con MH [X 13]; y son expresables; asi pues, AM, MH son
rectas expresables conmensurables so6lo en cuadrado; luego AH es binomial [X 36].
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Hay que demostrar ahora que es también segunda.

Pues como los cuadrados de Ar, B son mayores que el doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B, entonces AA es también mayor que Mz; de modo que AM es
también (mayor) que MH [VI 1]. Y puesto que el (cuadrado) de AT es conmensurable
con el (cuadrado) de B, A6 es también conmensurable con KA; de modo que la (recta)
AK es también conmensurable con kM [VI 1; X 11]. Ahora bien, el (rectangulo
comprendido) por AK, KM es igual al (cuadrado) de MN; por tanto, el cuadrado de am
es mayor que el de MH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (aM) [X
17]. Y MH es conmensurable en longitud con AE

Por consiguiente AH es una segunda binomial.

ProrosiCION 62

El cuadrado de una recta segunda bimedial, aplicado a una recta expresable,
produce como anchura una tercera binomial.

Sea AB la (recta) segunda bimedial dividida en sus mediales por el (punto) I, de
modo que AT sea el segmento mayor; y sea AE una (recta) expresable, y apliquese a
AE el paralelogramo Az igual al cuadrado de AB que produzca como anchura AH.

Digo que AH es una tercera binomial.

Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Y como AB es
una segunda bimedial dividida por el (punto) I, entonces AT, I'B son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial [X 38]; de
modo que la suma de los (cuadrados) de Ar, B es también medial [X 15y 23 Por.].
Y es igual a AA; luego AA es también medial. Y se ha aplicado a la recta expresable
AE; asi pues MA es también expresable e inconmensurable en longitud con AE [X 22].



Por lo mismo MH es entonces también expresable e inconmensurable en longitud con
MA, es decir con AE; luego cada una de las (rectas) AM, MH es también expresable e
inconmensurable en longitud con AE. Ahora bien, puesto que ATl es inconmensurable
en longitud con I'B, mientras que, como AI es a I'B, asi el (cuadrado) de Ar al
(rectangulo comprendido) por AT, I'B, entonces, el (cuadrado) de Ar es también
inconmensurable con el (rectangulo) Ar, rB [X 11]. De modo que la suma de los
(cuadrados) de AT, I'B es también inconmensurable con el doble del (rectdngulo) Ar,
B [X 12 y 13], es decir, AA con Mz; de modo que AM es también inconmensurable con
MH [VI 1y X 11]. Y son expresables; por tanto, AH es una binomial [X 36].
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Hay que demostrar ahora que también es tercera.

De manera semejante a los (teoremas) anteriores concluiriamos que AM es mayor
que MH, y AK es conmensurable con KM. Y el (rectdngulo) AK, KM es igual al (cuadrado)
de MN; entonces el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con ella [AM]. Y ninguna de las (rectas) AM, MH es conmensurable en
longitud con AE.

Por consiguiente, AH es una tercera binomial [X Seg. Def. 3]. Q. E. D.

Prorosicion 63

El cuadrado de una recta «mayory aplicado a una recta expresable produce
como anchura una cuarta binomial.

Sea AB una recta «mayor» dividida por el (punto) I de modo que Ar sea mayor
que I'By (sea) AE una (recta) expresable y apliquese a AE el paralelogramo Az igual al
cuadrado de AB que produzca como anchura AH.
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Digo que AH es una cuarta binomial.

Sigase la misma construccidén que en las demostraciones anteriores. Y como AB
es una (recta) «mayor» dividida por el punto I, AT, I'B son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable pero el (rectdngulo
comprendido) por ellas medial [X 39]. Asi pues, como la suma de los (cuadrados) de
AT, TB es expresable, entonces AA es expresable; luego AM es también expresable y
conmensurable en longitud con AE [X 20]. Puesto que el doble del rectangulo
comprendido por AT, I'B, es decir Mz, es, a su vez, medial y se ha aplicado a la recta
expresable MA, entonces MH es también expresable e inconmensurable en longitud
con AE [X 22]; luego AM es también inconmensurable en longitud con AE [X 22]; luego
AM es también inconmensurable en longitud con MH [X 13]. Asi pues, AM, MH son
(rectas) expresables conmensurables s0lo en cuadrado; por tanto AH es una (recta)
binomial [X 36].

Hay que demostrar que es también cuarta.

De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostrariamos que AM es
mayor que MH, y que el (rectdngulo) AK, KM es igual al (cuadrado) de MN. Asi pues,
como el cuadrado de AT es inconmensurable con el (cuadrado) de B, entonces A® es
inconmensurable con KA; de modo que AK es inconmensurable con kM [VI 1; X 11].
Pero si hay dos rectas desiguales y se aplica a la mayor un paralelogramo igual a la
cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, y la
divide en partes inconmensurables, entonces el cuadrado de la mayor sera mayor que
el de la menor en el (cuadrado) de una recta inconmensurable en longitud con ella (la
mayor) [X 18]; luego el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (AM). Ahora bien, AM, MH son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado, y AM es conmensurable con la (recta) expresable
propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una cuarta binomial. Q. E. D.



Prorosicion 64

El cuadrado del lado de un drea expresable mas una medial aplicado a una recta
expresable produce como anchura una quinta binomial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial,
dividido en sus rectas por el (punto) I, de modo que AT sea la mayor, y pongase la
recta expresable AE, y apliquese a AE el paralelogramo Az igual al (cuadrado) de AB
que produzca la anchura AH.
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Digo que AH es una quinta binomial.

Sigase la misma construccion que en los (teoremas) anteriores. Pues bien, como
AB, el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial, ha sido
dividido por el (punto) I, entonces AT, I'B son (rectas) inconmensurables en cuadrado
que hacen la suma de sus cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas
expresable [X 40]. Asi pues, como la suma de los (cuadrados) de Ar, B es medial,
entonces el (area) AA es medial; de modo que AM es una (recta) expresable e
inconmensurable en longitud con AE [X 22]. Puesto que el doble del (rectangulo) Ar,
I'B, es decir Mz, es a su vez expresable, entonces MH es también una (recta) expresable
conmensurable con AE [X 20]. Luego AM es inconmensurable con MH [X 13]; luego
AM, MH son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, por tanto AH es
una binomial [X 36].

Digo ahora que también es quinta.

Pues de manera semejante demostrariamos que el (rectangulo) AK, KM es igual
al (cuadrado) de MN, y que AK es inconmensurable en longitud con KM; entonces el
cuadrado de AM es mayor que el de MH en el (cuadrado) de una (recta)
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inconmensurable con ella [X 18]. Y AM, MH son conmensurables s6lo en cuadrado, y
la menor MH es conmensurable en longitud con AE.
Por consiguiente, AH es una quinta binomial. Q. E. D.

Prorosicion 65

El cuadrado del lado de la (suma de) dos (areas) mediales, aplicado a una recta
expresable produce como anchura una sexta binomial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la (suma de) dos areas mediales,
dividido por el (punto) I, y sea AE una (recta) expresable, y apliquese a AE el
(paralelogramo) Az igual al cuadrado de AB, que produzca la anchura AH.
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Digo que AH es una sexta binomial.

Sigase pues la misma construccion que en los (teoremas) anteriores. Y como AB,
el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales, se ha dividido por
el (punto) ', entonces ArI', I'B son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la
suma de sus cuadrados medial, el (rectangulo comprendido) por ellas también medial,
y ademas la suma de sus cuadrados inconmensurable con el (rectdngulo comprendido)
por ellas [X 41]; de modo que, segun las demostraciones anteriores, cada uno de los
(rectangulos) AA, Mz es medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable AE; asi pues,
cada una de las (rectas) AM, MH es expresable e inconmensurable en longitud con AE [ X
22]. Ahora bien, puesto que la suma de los (cuadrados) de Ar, I'B es inconmensurable
con el doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, I'B, entonces AA es inconmensurable
con Mz. Luego AM es inconmensurable con MH [VI 1; X 11]; entonces AM, MH son
(rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; por tanto, AH es una (recta)
binomial [X 36].



Digo ahora que también es sexta.

Pues de manera semejante demostrariamos a su vez que el (rectangulo) AK, KM es
igual al (cuadrado) de MN, y que AK es inconmensurable en longitud con KM; y por lo
mismo, entonces, el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable en longitud con ella (AM). Ahora bien, ninguna de las (rectas)
AM, MH es conmensurable en longitud con la recta propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una sexta binomial. Q. E. D

ProprosicioN 66

Una recta conmensurable en longitud con una binomial es también ella misma
binomial y del mismo orden.

Sea AB la recta binomial y sea ra conmensurable en longitud con AB.
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Digo que 1A es binomial y del mismo orden que AB.

Pues como AB es binomial, dividase en sus términos por el (punto) E, y sea AE
el término mayor; entonces AE, EB son (rectas) expresables conmensurables sélo en
cuadrado [X 36]. Hagase de forma que como AB es aTa, asi AE a1z [VI 12]; entonces
la (recta) restante EB es a la (recta) restante zA, como AB es a T'A [V 19]. Pero AB
es conmensurable en longitud con rA; luego AE es conmensurable también con 1z
y EB con zA [X 11 ]. Ahora bien, AE, EB son expresables; luego 1z, zA son también
expresables. Y como AE es a I'Z, EB a ZA [V 11]. Entonces, por alternancia, como AE
es a EB, I'Z a zA [V 16]. Pero AE, EB son conmensurables solo en cuadrado; entonces
Iz, ZA son conmensurables solo en cuadrado [X 11]. Y son expresables; por tanto TA
es una binomial [X 36].

Digo ademaés que es del mismo orden que AB.

Pues el cuadrado de AE es mayor que el de EB o bien en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con (AE) o en el de una inconmensurable con ella. Pues bien, si
el cuadrado de AE es mayor que el de EB en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
con ella (AE), también el cuadrado de rz sera mayor que el de zA en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (rz). Y si AE es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta, también 1z serd conmensurable con ella [X 12], por eso,
también, cada una de las (rectas) AB, I'A es primera binomial, es decir, son del mismo
orden. Pero si EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, za es también
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conmensurable con ella [X 12], por eso (rA) sera del mismo orden que AB: porque
cada una de ellas serd una segunda binomial [X Seg. Def. 2]. Pero si ninguna de las
(rectas) AE, EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, ninguna de las
(rectas) 1z, za sera conmensurable con ella [X 13] y cada una sera tercera (binomial)
[X Seg. Def. 3]. Pero si el cuadrado de AE es mayor que el de EB en el (cuadrado) de
una (recta) inconmensurable con ella (AE), también el cuadrado de rz es mayor que
el de za en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (rz) [X 14]. Y si AE
es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, Iz es también conmensurable
con ella; y cada una de ellas es cuarta (binomial) [X Seg. Def. 4]. Pero si (lo es) EB,
también (lo es) zA, y cada una de ellas serd quinta (binomial) [X Seg. Def. 5]. Y si
ninguna de las (rectas) AE, EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta,
tampoco lo es ninguna de las (rectas) 1z, za y cada una de ellas sera sexta (binomial)
[X Seg. Def. 6].

De modo que una (recta) conmensurable en longitud con una binomial es también
ella misma binomial y del mismo orden. Q. E. D.

Prorosicion 67

La recta conmensurable en longitud con una bimedial es también ella misma
bimedial y del mismo orden.

Sea AB una bimedial y sea rA conmensurable en longitud con ella.

Digo que ra es bimedial y del mismo orden que AB.

Pues como AB es una bimedial, dividase en sus mediales por el (punto) E; entonces
AE, EB son rectas mediales conmensurables solo en cuadrado [X 37 y 38]. Hagase de
forma que como AB es a I'A, AE a I'Z; entonces la (recta) restante EB es a la (recta)
restante zA, como AB es a I'A [V 19]. Pero AB es conmensurable en longitud con T'A;
entonces AE, EB son conmensurables respectivamente con 1z, zA [X 11]. Pero AE, EB
son mediales; luego 1z, za son también mediales [X 23], Y dado que, como AE es a EB,
rz aza [V 11], mientras que AE, EB son conmensurables s6lo en cuadrado, [entonces]
rz, za son conmensurables s6lo en cuadrado [X 11]. Pero se ha demostrado también
que son mediales; por tanto ra es bimedial.

Digo ahora que también es del mismo orden que AB.



Pues dado que, como AE es a EB, I'Z a ZA, entonces, como ¢l (cuadrado) de AE es al
(rectangulo) AEB, asi el (cuadrado) de 1z es al (rectdngulo) rza; por alternancia, como
el (cuadrado) de AE es al (cuadrado) de 1z, asi el (rectdngulo) AEB al (rectangulo) rza
[V 16]. Y el (cuadrado) de AE es conmensurable con el de rz; luego el (rectangulo)
AEB también es conmensurable con el (rectangulo) rzA. Asi pues, si el (rectangulo)
AEB es expresable, el (rectdngulo) rza es también expresable [y por eso I'A es primera
bimedial] [X 37]. Pero si es medial, medial [X 23 Por.] y cada una de ellas AB, TA
es segunda [X 38].

Por eso ra es del mismo orden que AB. Q. E. D.

Prorosicion 68

Una (recta) conmensurable con una (recta) «mayory es también «mayory

Sea AB la recta «mayor», y sea I'A conmensurable con AB.

Digo que ra es «mayor».

Dividase AB por el (punto) E; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable, pero el (rectdngulo
comprendido) por ellas medial [X 39]; hagase de la misma forma que en los
(teoremas) anteriores. Dado que, como AB es aTA, asi AEaTIZy EB a ZA, entonces, Como
AE es aTz, asi también EB a zA [V 11]. Pero AB es conmensurable con I'A; luego AE, EB
son conmensurables respectivamente con 1z, za [V 11]. Ahora bien, dado que, como
AE es aTz, asi EB a ZA, y por alternancia, como AE €s a EB, asi I'zZ a zA [V 16], entonces,
por composicion, como AB es a BE, asi I'A a AZ [V 18]; luego como el (cuadrado) de AB
es al (cuadrado) de BE, asi el (cuadrado) de ra al (cuadrado) de Az [VI 20]. De manera
semejante demostrariamos que como el (cuadrado) de AB es al (cuadrado) de AE, asi
el (cuadrado) de ra al (cuadrado) de rz. Entonces, como el (cuadrado) de AB es a los
(cuadrados) de AE, EB, asi el (cuadrado) de ra a los (cuadrados) de rz, za. Luego, por
alternancia, como el (cuadrado) de AB es al (cuadrado) de ra, asi los (cuadrados) de AE,
EB a los (cuadrados) de 1z, zA [V 16]. Pero el (cuadrado) de AB es conmensurable con el
cuadrado de ra; entonces los (cuadrados) de AE, EB son también conmensurables con
los (cuadrados) derz, zA. Y los cuadrados de AE, EB juntos son expresables, (entonces)
los (cuadrados) de 1z, za juntos son también expresables. Pero, de manera semejante,
el doble del (rectangulo comprendido) por AE, EB es también conmensurable con el
doble del (rectangulo comprendido) por 1z, zA. Y el doble del (rectangulo
comprendido) por AE, EB es medial; entonces, el doble del (rectdingulo comprendido)
por 1z, zA es medial [X 23 Por.]. Luego 1z, zA son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable, pero el doble del (rectdngulo
comprendido) por ellas medial. Por tanto, la recta entera A es la (recta) no expresable
llamada «mayor» [X 39].
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Por consiguiente, una (recta) conmensurable con una «mayor» €s «mayor. Q.
E. D.

Prorosicion 69

Una recta conmensurable con el lado del cuadrado equivalente a un (area)
expresable mads una medial es ella misma también el lado del cuadrado equivalente
a un (area) expresable mas una medial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial
y sea I'A conmensurable con AB.
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Hay que demostrar que ra es también el lado del cuadrado equivalente a un (area)
medial mas una expresable.

Dividase AB en sus rectas por el (punto) E; entonces AE, EB son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el
rectangulo comprendido por ellas expresable [X 40]; sigase la misma construccion
que en los (teoremas) anteriores. De manera semejante demostrariamos que 1z, ZA
son inconmensurables en cuadrado y que la suma de los (cuadrados) de AE, EB es
conmensurable con la suma de los (cuadrados) de 1z, za y el (rectangulo comprendido)
por AE, EB con el (rectangulo comprendido) por 1z, zA; de modo que la suma de los
(cuadrados) de 1z, za es medial y el (rectdngulo comprendido) por 1z, zA expresable.

Por consiguiente, A es el lado del cuadrado equivalente a un (4rea) medial mas
una expresable. Q. E. D.

Prorosicion 70

Una (recta) conmensurable con el lado del cuadrado equivalente a la suma dos
(areas) mediales es también ella misma el lado del cuadrado equivalente a la suma
de dos (areas) mediales.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales y sea
I'A conmensurable con AB.

Hay que demostrar que 1A es también el lado del cuadrado equivalente a la suma
dos (4reas) mediales.



Pues como AB es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (&reas)
mediales, dividase en sus rectas por E; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus (cuadrados) medial y el (rectdngulo
comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de los cuadrados de AE, EB
inconmensurable con el (rectaingulo comprendido) por AE, EB [X 41]; sigase la misma
construccion que en los (teoremas) anteriores. De manera semejante demostrariamos
que Iz, ZA son inconmensurables en cuadrado y que la suma de los (cuadrados) de
AE, EB es conmensurable con la suma de los (cuadrados) de 1z, zA y el (rectangulo
comprendido) por AE, EB con el (rectangulo comprendido) por 1z, zA; de modo que la
suma de los cuadrados de rz, za es medial y el (rectdngulo comprendido) por 1z, zA
es también medial y ademas la suma de los cuadrados de 1z, zA es inconmensurable
con el (rectangulo comprendido) por 1z, zA.
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Por consiguiente, ra es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (&reas)
mediales. Q. E. D.

Prorosicion 71

Si se suman un (area) expresable y una medial resultan cuatro (tipos de rectas)
no expresables: o una binomial o una primera bimedial o una «mayory o el lado del
cuadrado equivalente a un (drea) medial mds una expresable.

Sea AB el (area) expresable y ra la medial.



Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AA es o binomial o primera
bimedial o «mayor» o el lado del cuadrado equivalente a un (&rea) expresable mas
una medial.

Pues AB o0 es mayor que I'A o es menor. Sea en primer lugar mayor; y péngase
la (recta) expresable Ez, y apliquese a Ez el rectdngulo EH igual a AB que produzca la
anchura Ee; y apliquese a Ez el rectangulo @1 igual a AT que produzca la anchura ex. Y
puesto que AB es expresable y es igual a EH, entonces EH es también expresable y se ha
aplicado a Ez produciendo la anchura Ee; luego Ee es expresable y conmensurable en
longitud con Ez [ X 20]. Puesto que ra es, a su vez, medial y es igual a o1, entonces ©1
es también medial. Y se ha aplicado a la recta expresable Ez produciendo la anchura
0K; luego oK es expresable e inconmensurable en longitud con Ez [X 22]. Y como T'A
es medial, mientras que AB es expresable, entonces AB es inconmensurable con ra; de
modo que EH es inconmensurable con ©1. Pero como EH es a @1, asi Eo a oK [VI 1];
luego E® es inconmensurable en longitud con ek [X 11]. Y ambas son expresables;
entonces E®, ©K son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; luego EK
es una (recta) binomial dividida por el (punto) e [X 36]. Y puesto que AB es mayor
que T'A, mientras que AB es igual a EH, y T'A (es igual) a eI, entonces EH es también
mayor que 0I; luego E® es también mayor que ©K. Pues bien, el cuadrado de E® es
mayor que el de ©K o bien en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud
con (E®) o bien en el de una (recta) inconmensurable con ella.
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En primer lugar, sea mayor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella
(®E); ahora bien, la mayor, ©E, es conmensurable con la recta propuesta Ez; entonces
EK es una (recta) primera binomial [X Seg. Def. 1]. Y Ez es expresable; pero si un
area es comprendida por una (recta) expresable y una primera binomial, el lado del
cuadrado equivalente al area es una binomial [X 54]. Asi pues, el lado del cuadrado
equivalente a EI es binomial; de modo que el lado del cuadrado equivalente a AA es
también binomial.

Pero ahora sea el cuadrado de E® mayor que el de oK en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (E@). Ahora bien, la mayor Ee es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta Ez; entonces EK es una cuarta binomial
[X Seg. Def. 4]. Pero Ez es expresable; y si un area estd comprendida por una (recta)
expresable y una cuarta binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es la recta
no expresable llamada «mayor» [X 57]. Asi pues el lado del cuadrado equivalente al
area EI es una recta «mayor»; de modo que también el lado del cuadrado equivalente
a AA €8 «mayor.

Pero sea ahora AB menor que I'A; entonces EH es menor que ©1; de modo que E©
es también menor que ©K. Pero el cuadrado de ek es mayor que el de E® o bien en el
cuadrado de una (recta) conmensurable con (€K) o bien en el de una inconmensurable
con ella. En primer lugar sea mayor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
en longitud con ella; ahora bien, la menor, E@, es conmensurable en longitud con la
recta propuesta EZ; entonces EK es una segunda binomial [X Seg. Def. 2]. Pero Ez es
expresable; y si un area estd comprendida por una (recta) expresable y una segunda
binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es una primera bimedial [X 55]; asi
pues, el lado del cuadrado equivalente al area EI es una primera bimedial, de modo
que el lado del cuadrado equivalente al drea AA es también una primera bimedial.
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Pero ahora sea el cuadrado de ®k mayor que el de ©E en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (ek). Ahora bien, la recta menor E® es
conmensurable con la (recta) expresable propuesta Ez; entonces EK es una quinta
binomial [X Seg. Def. 5]. Pero Ez es expresable; y si un area estd comprendida por
una (recta) expresable y una quinta binomial, el lado del cuadrado equivalente al area
es el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial [X 58]. Por
tanto, el lado del cuadrado equivalente al area EI es el lado del cuadrado equivalente
a un (area) expresable mas una medial; de modo que el lado del cuadrado equivalente
a AA es el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial.

Por consiguiente, si se suman un area expresable y una medial, se producen cuatro
(tipos de) rectas no expresables: o una binomial o una primera bimedial o una «mayor»
o el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial. Q. E. D.

Prorosicion 72

Si se suman dos areas mediales inconmensurables entre si, resultan los dos
restantes (tipos de) rectas no expresables: o la segunda bimedial o el lado del
cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Stimense pues las dos (areas) mediales inconmensurables entre si AB, I'A.



Digo que el lado del cuadrado igual a AA o es una segunda bimedial o es el lado
del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Pues AB o es mayor o es menor que T'A. Sea AB, si se da el caso, en primer lugar,
mayor que I'A; y pongase la recta expresable Ez, y apliquese a Ez el rectangulo EH
igual a AB que produzca la anchura Ee, y el (rectangulo) e1 igual a ra que produzca la
anchura eK. Y puesto que cada una de las (areas) AB, I'A es medial, entonces cada una
de las (areas) EH, @I es también medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable ZE
produciendo las anchuras E@, 6K; asi pues, cada una de las (rectas) E@, 0K es expresable
e inconmensurable en longitud con Ez [X 22]. Y puesto que AB es inconmensurable
con I'A, y AB es igual a EH, y I'A a @I, entonces EH es también inconmensurable con
ol. Pero como EH es a 61, asi E® es a 0K [VI 1]; entonces E® es inconmensurable en
longitud con ek [X 11]. Asipues E®, 6K son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado; luego EK es binomial [X 36]. Pero el cuadrado de Ee es mayor que el
de oK o bien en el cuadrado de una (recta) conmensurable con (©K) o bien en el de
una inconmensurable con ella.
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Sea mayor el cuadrado (de ©K), en primer lugar, en el cuadrado de una recta
conmensurable en longitud con ella (6K). Ahora bien, ninguna de las (rectas) E®, 6K es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta Ez; entonces EK es una
tercera binomial [X Seg. Def. 3]. Pero Ez es expresable; y si un drea esta comprendida
por una (recta) expresable y una tercera binomial, el lado del cuadrado equivalente
al area es una segunda bimedial [X 56]; luego el lado de El, es decir de AA es una
segunda bimedial.



Pero ahora sea el cuadrado de E® mayor que el de oK en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable en longitud con ella (E®); ahora bien, cada una de las (rectas)
E®, ©K es inconmensurable en longitud con Ez; luego EK es una sexta binomial [X
Seg. Def. 6]. Pero si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una sexta
binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es el lado del cuadrado equivalente a
la suma de dos (areas) mediales [X 59]; de modo que el lado del cuadrado equivalente
al area AA es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Por consiguiente, si se suman dos areas mediales inconmensurables entre si,
resultan los dos restantes (tipos de) rectas no expresables: o la segunda bimedial o el
lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Las (rectas) binomiales y las no expresables siguientes no son las mismas que
una medial y difieren entre si. Pues el cuadrado de una medial aplicado a una recta
expresable produce como anchura una recta expresable e inconmensurable en
longitud con aquella a la que se ha aplicado [X 22]. Mientras que el (cuadrado) de la
binomial aplicado a una recta expresable produce como anchura la primera binomial
[X 60]. Y el cuadrado de la primera binomial aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura la segunda binomial [X 61]. Pero el cuadrado de una segunda
bimedial aplicado a una (recta) expresable produce como anchura la tercera binomial
[X 62].Y el cuadrado de una «mayor» aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la cuarta binomial [X 63]. Mientras que el cuadrado del lado equivalente a
un area expresable mas una medial aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la quinta binomial [ X 64]. Pero el cuadrado del lado del cuadrado equivalente
a la suma de dos (areas) mediales aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la sexta binomial [ X 65]. Dichas anchuras son diferentes de la primera y entre
si; de la primera porque es expresable, y entre si porque no son del mismo orden. De
modo que las propias (rectas) no expresables también son diferentes entre si.

ProrosicioN 73

Si se quita de una (recta) expresable otra recta expresable que sea
conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera, la (recta) restante no es
expresable; llamese apotoma.

Quitese, pues, de la (recta) expresable AB, la recta expresable Br que es
conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera.

Digo que la (recta) restante AT es la recta no expresable llamada apdtoma.

Pues como AB es inconmensurable en longitud con BI, y como AB es a BT, asi
el (cuadrado) de AB al (rectangulo comprendido) por AB, BI, entonces, el (cuadrado)
de AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, BI' [X 11]. Pero
los (cuadrados) de AB, BT son conmensurables con el (cuadrado) de aB [X 15], y el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' es conmensurable con el (rectangulo



comprendido) por AB, BT [X 6]. Y puesto que los (cuadrados) de AB, BI' son iguales
al doble del (rectdngulo comprendido) por AB, BI junto con el cuadrado de ra [II
7], entonces los cuadrados de AB, BI' son inconmensurables también con el resto, el
cuadrado de Ar [X 13, 16]. Pero los cuadrados de AB, BI' son expresables; por tanto,
AT 1o es expresable; llamesela apétoma. Q. E. D.3%.
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Prorosicion 74

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea conmensurable solo en
cuadrado con la recta (entera) y que comprenda junto con la recta entera un
(rectangulo) expresable, la (recta) restante no es expresable; llamesela primera
apotoma de una medial.

Quitese, pues, de la (recta) medial AB la (recta) medial Bl que es conmensurable
solo en cuadrado con AB y produce junto con AB el (rectdngulo) expresable
(comprendido) por AB, BT.

+ B




Digo que la (recta) restante Al no es expresable; llamese primera ap6toma de una
medial.

Pues como AB, BI' son mediales, los cuadrados de AB, BI' son también mediales.
Pero el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' es expresable; entonces los
cuadrados de AB, BI' son inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido)
por AB, Br; luego el doble del (rectdngulo comprendido) por AB, BI' es
inconmensurable con el resto, el cuadrado de Ar [II 7]; puesto que, si una magnitud
total es inconmensurable con una de las (magnitudes parciales), también las
magnitudes iniciales seran inconmensurables [X 16]. Pero el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BT es expresable; luego el cuadrado de AT no es expresable; por
consiguiente AT no es expresable; llamesela primera apétoma de una medial.

ProrosicioN 75

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea conmensurable solo en
cuadrado con la (recta) entera y que comprenda con la recta entera un rectangulo
medial, la recta restante no es expresable, l[lamesela segunda apotoma de una medial.

Quitese, pues, de la (recta) medial AB, la (recta) 'B que es conmensurable solo en
cuadrado con la (recta) entera AB y comprende con la (recta) entera AB el (rectangulo)
medial AB, Br [X 28].
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Digo que la (recta) restante Al no es expresable; lldmesela segunda apotoma de
una medial.

Pongase, pues, la recta expresable Al'y apliquese a Al un (paralelogramo) AE igual
a los (cuadrados) de AB, BI' que produzca la anchura AH y apliquese a 11 el
(paralelogramo) Ae igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' que
produzca la anchura Az; entonces el resto ZE es igual al (cuadrado) de Ar [II 7]: ahora
bien, puesto que los (cuadrados) de AB, BI son mediales y conmensurables, entonces
AE es también medial [X 15 y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la recta expresable Al
produciendo la anchura AH. Por tanto AH es expresable e inconmensurable en longitud
con Al [X 22]. Puesto que el (rectangulo comprendido) por AB, BT es, a su vez, medial,
entonces el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' es también medial [X 23
Por.]. Y es igual a Ae; luego Ae es también medial. Y se ha aplicado a la (recta)
expresable A1 produciendo la anchura Az; asi pues, Az es expresable e inconmensurable
en longitud con a1 [X 22]. Y puesto que AB es conmensurable sélo en cuadrado con
BT, entonces AB es inconmensurable en longitud con Br; luego el cuadrado de AB es
también inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, BI [X 11]. Pero
los (cuadrados) de AB, BI' son conmensurables con el (cuadrado) de AB [X 15], y el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI' es conmensurable con el (rectangulo
comprendido) por AB, BI [X 6]; entonces el doble del (rectangulo comprendido) por
AB, BI' es inconmensurable con los (cuadrados) de AB, Br [X 13]. Pero AE es igual
a los (cuadrados) de AB, BI, mientras que A® es (igual) al doble del (rectdngulo
comprendido) por AB, BI'; entonces AE es inconmensurable con A@. Pero como AE es



a A®, asi HA a Az [VI 1]; asi pues HA es inconmensurable con Az [X 11]. Y ambas
son expresables; entonces HA, AZ son (rectas) expresables conmensurables sélo en
cuadrado; luego zH es apotoma [X 73]. Pero Al es expresable; y el (rectangulo
comprendido) por una (recta) expresable y una no expresable no es expresable
[Deduccion a partir de X 20], y el lado del cuadrado equivalente no es expresable.
Ahora bien, AT es el lado del cuadrado equivalente a ZE; por consiguiente, AT no es
expresable; llamesela segunda apotoma de una medial. Q. E. D.

ProrosicioN 76

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con
la (recta) entera y haga con la (recta) entera la suma de sus cuadrados expresable
y el (rectangulo comprendido) por ellas medial, la recta restante no es expresable;
llamesela «menory.

Quitese de la recta AB la recta BI" que es inconmensurable en cuadrado con la recta
entera y cumple las (condiciones) antedichas [X 33].

Digo que la (recta) restante Al es la (recta) no expresable llamada «menor.

Pues como la suma de los cuadrados de AB, Br es expresable, y el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BI' medial, entonces los (cuadrados) de AB, BI' son
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, BI; y por
conversion los (cuadrados) de AB, BI' son inconmensurables con el resto, el cuadrado
de Ar [I1 7y X 16]. Pero los (cuadrados) de AB, BI' son expresables, luego el (cuadrado)
de AT no es expresable; por consiguiente, AT no es expresable; lldmesela «menory.
Q. E.D.
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ProrosicioN 77

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con
la (recta) entera, y que haga, con la recta entera, la suma de sus cuadrados medial,
pero el doble del (rectangulo comprendido) por ellas expresable, la recta restante no
es expresable; llamesela la que hace con un area expresable un darea entera medial.

Quitese, pues, de la recta AB la recta BI' que es inconmensurable en cuadrado con
ABy cumple las (condiciones) antedichas [X 34].
Digo que la (recta) restante AT’ es la mencionada recta no expresable.



Pues como la suma de los cuadrados de AB, BI' es medial, y el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BI' expresable, entonces los (cuadrados) de AB, BI' son
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br; luego el
resto, el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br [II 7 y X 16]. Ahora bien, el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, BI es expresable; asi pues el cuadrado de AT no es expresable;
por consiguiente AT no es expresable; llamesela la que hace con un area expresable
un area entera medial. Q. E. D.
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ProrosicioN 78

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con la
(recta) entera y que haga junto con la (recta) entera la suma de sus cuadrados medial
y el doble del (rectangulo comprendido) por ellas medial y ademas sus cuadrados
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por ellas, entonces la
recta restante no es expresable; llamesela la que hace con un (area) medial un (area)
entera medial.

Quitese, pues, de la recta AB la (recta) Bl que sea inconmensurable en cuadrado
con AB y que cumpla las condiciones antedichas [X 35].



Digo que la (recta) restante AT es la (recta) no expresable llamada la que hace con
un (area) medial un (&rea) entera medial.

Pongase, pues, la (recta) expresable Al 'y apliquese a Al el (rectangulo) AE igual a
los (cuadrados) de AB, BI' que produzca la anchura AH, y quitese Ae igual al doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BI'. Entonces el (rectangulo) restante ZE es igual al
(cuadrado) de Ar [II 7]; de modo que AT es el lado del cuadrado equivalente a ZE. Ahora
bien, puesto que la suma de los cuadrados de AB, BI' es medial y es igual a AE, entonces
AE es medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Al produciendo la anchura AH;
luego AH es expresable e inconmensurable en longitud con Al [X 22]. Puesto que el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, BT es, a su vez, medial y es igual a Ao,
entonces A es medial; y se ha aplicado a la (recta) expresable Al produciendo la
anchura Az; luego Az es también expresable e inconmensurable en longitud con Al
[X 22]. Y como los cuadrados de AB, Br son inconmensurables con el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, BT, entonces AE es también inconmensurable con
A®. Pero como AE es a A®, asi AH a Az [VI 1]; luego AH es inconmensurable con Az
[X 11]. Y ambas son expresables; entonces HA, AZ son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado. Luego zH es apotoma [X 73]. Y ze es expresable.
Pero el rectdngulo comprendido por una (recta) expresable y una apotoma no es
expresable [Deduccion de X 20] y el lado del cuadrado equivalente a €l no es
expresable; ahora bien, AT es el lado del cuadrado equivalente a ZE; por consiguiente,
AT no es expresable; lldmesela la que hace con un (4rea) medial un (area) entera
medial. Q. E. D.
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Prorosicion 79

A una apotoma unicamente se le adjunta una (recta) expresable que sea
conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera.



Sea AB la apotoma y BI' la adjunta a ella; entonces AT, I'B son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado [X 73].
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Digo que no se adjunta a AB ninguna otra (recta) expresable que sea
conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera.

Pues, si es posible, adjuntese BA; entonces AA, AB son también (rectas) expresables
conmensurables so6lo en cuadrado [X 73]. Y como aquello en lo que exceden los
(cuadrados) de AA, AB al doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB en eso exceden
también los (cuadrados) de Ar, r'B al doble del (rectdingulo comprendido) por AT, T'B,
porque ambos exceden en lo mismo al (cuadrado) de aB [II 7]; entonces, por
alternancia, aquello en lo que exceden los (cuadrados) de AA, AB a los (cuadrados)
de Ar, B, en eso excede el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, AB al doble
del (rectdngulo comprendido) por AT, I'B. Pero los (cuadrados) de AA, AB exceden a
los (cuadrados) de AT, I'B en un (area) expresable, porque ambos son expresables. Asi
pues, el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB excede al doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambas
son areas mediales [X 21], y un (&rea) medial no excede a un (4rea) medial en un
(area) expresable [X 26]. Por tanto, no se adjunta a AB otra (recta) expresable que sea
conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera.



Por consiguiente, a una ap6toma tnicamente se le adjunta una (recta) expresable
que sea conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera. Q. E.D.

Prorosicion 80

A una primera apotoma de una medial se le adjunta unicamente una (recta)
medial que sea conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera y que
comprenda junto con la (recta) entera un (rectangulo) expresable.

Sea, pues, AB la primera apdtoma de una medial y adjuntese a AB la (recta) Br;
entonces AL, I'B son (rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que
comprenden el rectangulo expresable AT, B [X 74].

T A

+T

LA

Digo que no se afiade a AB ninguna otra recta medial que sea conmensurable
solo en cuadrado con la (recta) entera y que comprenda junto con la (recta) entera un
(rectangulo) expresable.

Pues, si es posible, adaptese también AB; entonces AA, AB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden el (rectdngulo) expresable AA, AB
[X 74]. Y como aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, AB al doble del
(rectangulo comprendido) por AA, AB, en eso exceden también los (cuadrados) de Ar,
rB al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, B, porque exceden en lo mismo,



en el (cuadrado) de AB [II 7]; entonces, por alternancia, aquello en lo que exceden
los (cuadrados) de Aa, AB a los (cuadrados) de AT, I'B, en eso excede también el doble
del (rectangulo comprendido) por AA, AB al doble del (rectangulo comprendido) por
AT, TB. Pero el doble del (rectdngulo comprendido) por AT, rB excede al doble del
(rectangulo comprendido por Ar, TB en un area expresable, porque ambos son
expresables; asi pues, los (cuadrados) de AA, AB exceden a los (cuadrados) de Ar, B
en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambos son mediales y un area
medial no excede a un (4rea) medial en un (area) expresable [X 26].

Por consiguiente, a la primera apotoma de una medial se le adjunta inicamente
una recta medial que sea conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera y
comprenda con la (recta) entera un (rectangulo) expresable. Q. E. D.

Prorosicion 81

A la segunda apotoma de una medial de le adjunta unicamente una (recta) medial
conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera que comprenda con la (recta)
entera un (rectangulo) medial.

Sea AB la segunda apotoma de una medial y BI' la adjunta a AB; entonces AI', I'B son
(rectas) mediales conmensurables s6lo en cuadrado que comprenden el (rectangulo)
medial AT, B [X 75].

Digo que no se adjuntara a AB ninguna otra (recta) medial que sea conmensurable
solo en cuadrado con la (recta) entera y comprenda con la (recta) entera un
(rectangulo) medial.

Pues, si es posible, adjuntese BA; entonces AA, AB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden el (rectangulo) medial AA, AB [X
75]; pongase la (recta) expresable Ez, y apliquese a Ez el (rectangulo) EH igual a los
(cuadrados) de Ar, I'B que produzca la anchura EM; y quitese el (rectangulo) @H igual al
doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B que produzca la anchura em; entonces
el resto EA es igual al cuadrado de AB [II 7]; de modo que AB es el lado del cuadrado
equivalente a EA. Pues apliquese, a su vez, a Ez el (area) EI igual a los (cuadrados)
de AA, AB que produzca la anchura EN; pero EA es también igual al (cuadrado) de
AB; entonces el (area) restante o1 es igual al doble del (rectangulo comprendido) por
AA, AB [II 7]. Ahora bien, dado que Ar, B son mediales, entonces los (cuadrados)
de Ar, B son también mediales: y son iguales a EH; asi pues, EH es también medial
[X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Ez produciendo la anchura
EM; luego EM es una (recta) expresable inconmensurable en longitud con Ez [X 22].
Puesto que el (rectangulo comprendido) por Ar, I'B es, a su vez, medial, el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, I'B es también medial [X 23 Por.]. Y es igual a @H;
entonces ®H es también medial. Ahora bien, se ha aplicado a la (recta) expresable
Ez produciendo la anchura eM; luego ©M es también expresable inconmensurable en
longitud con Ez [ X 22]. Y como AT, I'B son conmensurables solo en cuadrado, entonces
AT es inconmensurable en longitud con 'B. Pero, como AT es a I'B, asi el (cuadrado)



de Ar al (rectangulo comprendido) por Ar, I'B; entonces el (cuadrado) de AT es
inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AL, I'B [X 11]. Ahora bien, los
(cuadrados) de Ar, B son conmensurables con el cuadrado de Ar, mientras que el
(rectangulo comprendido) por AT, I'B es conmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B [X 6]; luego los (cuadrados de AT, I'B son inconmensurables
con el doble del (rectangulo comprendido) por AT, B [X 13]. Y EH es igual a los
cuadrados de Ar, I'B, mientras que HA es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por AT, I'B; asi pues, EH es inconmensurable con ©@H. Pero como EH es a ®H, asi EM a
oM [VI 1]; entonces EM es inconmensurable en longitud con M@ [X 11]: y ambas son
expresables; luego EM, M@ son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado;
por tanto, E® es una apotoma y ®M la adjunta a ella [X 73]. De manera semejante
demostrariamos ahora que ©N también es adjunta a ella; entonces, se adjuntan a una
apdotoma dos rectas distintas que son conmensurables s6lo en cuadrado con la (recta)
entera; lo cual es imposible [X 79].
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Por consiguiente, a la segunda apdtoma de una medial se le adjunta inicamente
una recta medial que sea conmensurable solo en cuadrado con la (recta) entera y que
comprenda con la recta entera un rectangulo medial. Q. E. D.

Prorosicion 82

A una (recta) «menory se le adjunta unicamente una recta que sea
inconmensurable en cuadrado con la recta entera y que haga junto con la recta entera
la suma de sus cuadrados expresable y el doble del rectangulo comprendido por ellas
medial.

Sea AB la (recta) «menor», y sea BI' la adjunta a AB; entonces AT, I'B son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable y el
rectangulo comprendido por ellas medial [X 76].
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Digo que no se adjuntara otra recta a AB que cumpla las mismas condiciones.

Pues, si es posible, adjuntese BA; entonces AA, AB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que cumplen las condiciones antedichas [X 76]. Ahora bien, como
aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, AB a los (cuadrados) de Ar, I'B,
en eso excede también el doble del (rectangulo comprendido) por AA, AB al doble
del (rectangulo comprendido) por Ar, B y los (cuadrados) de AA, AB exceden a los
cuadrados de AT, I'B en un (area) expresable, porque ambos son expresables, entonces
el doble del (rectdngulo comprendido) por AA, AB excede al doble del (rectangulo
comprendido) por AT, I'B en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambos
son mediales [X 26].

Por consiguiente, a una recta «menor» se le adjunta inicamente una recta que sea
inconmensurable con la (recta) entera y que haga con la (recta) entera la suma de sus
cuadrados expresable y el doble del rectdngulo comprendido por ellas medial. Q. E. D.

ProrosicioN 83

A una recta que hace con un (area) expresable un (drea) entera medial se le
adjunta unicamente una recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta)
entera y que haga, con la (recta) entera, la suma de sus cuadrados medial y el doble
del (rectangulo comprendido) por ellas expresable.



Sea AB la recta que hace con un (area) expresable un (4rea) entera medial y
adaptese BI' a AB; entonces AIL, I'B son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
cumplen lo propuesto [X 77].
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Digo que no se adaptara a AB otra (recta) que cumpla las mismas condiciones.

Pues, si es posible, adjuntese BA; entonces AA, AB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que cumplen lo propuesto [X 77]. Pues bien, en consonancia con lo
anterior, como aquello en lo que exceden los (cuadrados) de AA, AB a los (cuadrados)
de AT, I'B, en eso excede también el doble del (rectdngulo comprendido) por AA, AB
del doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B, y el doble del (rectangulo
comprendido) por AA, AB excede al doble del (rectdngulo comprendido) por AT, I'B en
un (area) expresable, porque ambos son expresables, entonces los (cuadrados) de Aa,
AB también exceden a los (cuadrados) de Ar, I'B en un (area) expresable; lo cual es
imposible; porque ambos son mediales [X 26]. Por tanto, no se adjuntara a AB otra
recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera y que cumpla con la
recta (entera) las condiciones propuestas.

Por consiguiente, se adjuntard inicamente una recta. Q. E. D.

ProrosicioN 84

A la (recta) que hace con un (area) medial un (drea) entera medial se le adjunta
unicamente una recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera
v que haga, con la (recta) entera, la suma de sus cuadrados medial y el doble del
rectangulo comprendido por ellas también medial y ademds inconmensurable con la
suma de sus cuadrados.

Sea AB la (recta) que hace junto con un (area) medial un (area) entera medial, y
BI' la adjunta a ella. Entonces Ar, I'B son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
cumplen las condiciones mencionadas [X 78].

Digo que no se adjuntard a AB otra (recta) que cumpla lo antedicho.

Pues, si es posible, adjuntese BA, de modo que AA, AB sean también (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de AA, AB medial,
el doble del (rectangulo comprendido) por ellas también medial y ademas los
(cuadrados) de AA, AB inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido)
por AA, AB [X 78]. Pongase la (recta) expresable Ez, y apliquese a Ez el (rectangulo)
EH igual a los cuadrados de AT, I'B que produzca la anchura EM, y apliquese a Ez el
(rectangulo) eH igual al doble del (rectdngulo comprendido) por AT, I'B que produzca
la anchura eM; entonces el resto, el cuadrado de AB, es igual a EA [II 7]; luego AB es el
lado del cuadrado equivalente a EA. Apliquese, a su vez, a la recta Ez el (rectangulo) EI



igual a los (cuadrados) de AA, AB que produzca la anchura EN. Pero el (cuadrado) de AB
es también igual a EA; entonces el resto, el doble del (rectangulo comprendido) por Aa,
AB [1I 7] es igual a @1. Ahora bien, como la suma de los cuadrados de AT, I'B es medial
y es igual a EH, entonces EH es también medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable
Ez produciendo la anchura EM; luego EM es expresable e inconmensurable en longitud
con Ez [X 22]. Puesto que el doble del (rectangulo comprendido) por AT, I'B es, a su
vez, medial y es igual a ©H, entonces ©H es también medial. Y se ha aplicado a la (recta)
expresable Ez produciendo la anchura eM; luego M es expresable e inconmensurable
en longitud con Ez [X 22]. Y como los (cuadrados) de Ar, rB son inconmensurables
con el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, I'B, EH es tambi€n inconmensurable
con ©H; entonces EM es inconmensurable en longitud con Mo [VI 1y X 11]. Y ambos
son expresables; luego EM, M@ son (rectas) expresables conmensurables s6lo en
cuadrado; por tanto, E® es apotoma y oM la adjunta a ella [X 73]. De manera semejante
demostrariamos, a su vez, que E® es apotoma y ©N la adjunta a ella. Entonces se
adjuntan a una apotoma dos (rectas) expresables diferentes que son conmensurables
solo en cuadrado con la (recta) entera; lo que se ha demostrado imposible [X 79]. Por
tanto, ninguna otra recta se adjuntaré a AB.
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Por consiguiente, a la recta AB se le adjunta Unicamente una recta que sea
inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera y que haga, con la recta entera,
la suma de sus cuadrados medial, el doble del (rectingulo comprendido) por ellas,
medial y ademds la suma de sus cuadrados inconmensurable con el doble del
(rectangulo comprendido) por ellas. Q.E. D.



TERCERAS DEFINICIONES

1. Dada una (recta) expresable y una apotoma, si el cuadrado de la (recta) entera es
mayor que el de la (recta) adjunta en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable en longitud con ella (la recta entera), y la (recta) entera es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada, lldmese (la
apotoma) primera apotoma.

2. Y silarecta adjunta es conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada, y
el cuadrado de la recta entera es mayor que el de la adjunta en el (cuadrado) de
una (recta) conmensurable con ella, llamese (la apotoma) segunda apotoma.

3. Y si ninguna de las dos es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, y el cuadrado de la (recta) entera es mayor que el de la adjunta en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella, llamese (la ap6toma)
tercera apdtoma.

4. Si, a su vez, el cuadrado de la recta entera es mayor que el de la adjunta en el
cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (la recta entera), entonces,
si la (recta) entera es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, llamese (la apdtoma) cuarta apotoma.

. Pero si la adjunta (es conmensurable), quinta.

. Y si ninguna de las dos (es conmensurable), sexta.

AN D

ProrosicioN &5

Hallar la primera apotoma.

Pongase la (recta) expresable A, y sea BH una (recta) conmensurable en longitud
con ella; entonces BH es también expresable. Ponganse dos nimeros cuadrados AE,
EZ, cuya diferencia, zA, no sea un nimero cuadrado; entonces EA tampoco guarda con
Az la razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Y héagase (de
forma que) como EA es a Az, asi el cuadrado de BH al cuadrado de Hr [X 6 Por.];
entonces el (cuadrado) de BH es conmensurable con el de HI' [X 6]. Pero el (cuadrado)
de BH es expresable; asi pues, el cuadrado de HI también es expresable; luego HI es
expresable. Y como EA no guarda con AZ la razén que un nimero cuadrado guarda con
un numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el (cuadrado)
de Hr la razén que un nimero cuadrado guarda con un niimero cuadrado.



Luego BH es inconmensurable en longitud con HI. Y ambas son expresables;
entonces BH, HI' son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto
BI' es una apdtoma [X 73].

Digo ahora que es también primera.

Pues sea el (cuadrado) de © aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
(cuadrado) de Hr. Y dado que, como EA es a za, asi el (cuadrado) de BH al (cuadrado)
de Hr, entonces, por conversion [V 11 Por.], como AE es a EZ, asi el (cuadrado) de HB al
(cuadrado) de ©. Pero AE guarda con Ez la razdén que un numero cuadrado guarda con
un numero cuadrado, pues cada uno de ellos es cuadrado; entonces el (cuadrado) de HB
guarda con el de @ la razon que un nimero cuadrado guarda con un niumero cuadrado;
luego BH es conmensurable en longitud con e [X 9]. Ahora bien, el cuadrado de BH
es mayor que el de HT en el cuadrado de ©; entonces el cuadrado de BH es mayor que
el de HI en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (BH). Y
la (recta) entera BH es conmensurable en longitud con la recta propuesta A. Luego Br
es una primera apotoma [X Ter. Def. 1].

Por consiguiente, se ha hallado la primera apdtoma Br. Que es lo que habia que
hallar.

ProrosicIiON 86

Hallar la segunda apotoma.

Pongase la (recta) expresable A y la (recta) HI' conmensurable en longitud con A.
Entonces HI es expresable. Y ponganse dos nimeros cuadrados AE, Ez cuya diferencia,
AZ, no sea un (niumero) cuadrado. Y hagase de modo que, como zA es a AE, asi el
cuadrado de rH al cuadrado de HB [X 6 Por.]. Entonces el cuadrado de I'H es
conmensurable con el cuadrado de HB [X 6]. Pero el cuadrado de rH es expresable.
Luego el cuadrado de HB es también expresable; por tanto BH es expresable. Y como el
(cuadrado) de Hr no guarda con el (cuadrado) de HB la razon que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, ' es inconmensurable en longitud con HB [X 9].
Y ambas son expresables; entonces I'H, HB son (rectas) expresables conmensurables
solo en cuadrado; luego BrI es apotoma [X 73].
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Digo ahora que también es segunda.

Pues sea el (cuadrado) de © aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que
el de Hr. Asi pues, dado que, como el (cuadrado) de BH es al (cuadrado) de Hr, asi
el nimero EA es al nimero Az, entonces, por conversion, como el (cuadrado) de BH
es al (cuadrado) de o, asi AE a Ez [V 19 Por.]. Y cada uno de los (nimeros) AE, EZ
es cuadrado; entonces el cuadrado de BH guarda con el de © la razoén que un nimero
cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego BH es conmensurable en longitud
con @ [X 9].Y el cuadrado de BH es mayor que el de HI en el (cuadrado) de ©; asi pues,
el cuadrado de BH es mayor que el de HI" en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
en longitud con ella (BH). Y la (recta) adjunta 'H es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta A, Por tanto, BI es una segunda apotoma [X Ter. Def. 2].

Por consiguiente, se ha hallado la segunda ap6toma BT. Q. E. D.

Prorosicion 87

Hallar la tercera apotoma.

Pongase la (recta) expresable A, y podnganse tres nimeros E, BI', I'A que no guarden
entre si la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero guarde
I'B con BA la razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, y hagase
de forma que, como E es a BT, asi el cuadrado de A al cuadrado de zH, y como Br es aTA,
asi el cuadrado de zH al (cuadrado) de He [X 6 Por.]. Asi pues, dado que, como E es a
BT, asi el cuadrado de A al cuadrado de zH, entonces el cuadrado de A es conmensurable
con el cuadradode zH [ X 6]. Y el cuadrado de A es expresable. Luego el cuadrado de zH



es también expresable; por tanto, ZH es expresable. Y como E no guarda con BT larazén
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces el cuadrado de A
tampoco guarda con el de zH la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud con zH [X 9]. A su vez, dado que,
como BT es a I'A, asi el cuadrado de zH al de Ho, entonces el (cuadrado) de zH es
conmensurable con el (cuadrado) de Ho [X 6]. Pero el (cuadrado) de He es expresable;
luego el cuadrado de HO es también expresable; por tanto, He es expresable. Ahora
bien, puesto que BI no guarda con T'A la razon que un nimero cuadrado guarda con
un numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado)
de HO la razdon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego zH
es inconmensurable en longitud con He [X 9]: y ambas son expresables; asi pues zH,
HO son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Por tanto, ze es una
apdtoma [X 73].
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Digo ahora que también es tercera.

Pues dado que, como E es a BI, asi el cuadrado de A al de zH, mientras que como
BI' es a I'A, asi el (cuadrado) de zH al de ©H, entonces, por igualdad, como E es a TA,
asi el cuadrado de A al de eH [V 22]. Pero E no guarda con I la razén que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado; entonces el (cuadrado) de A tampoco
guarda con el de Ho la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado.
Luego A es inconmensurable en longitud con He [X 9]. Por tanto, ninguna de las
(rectas) zH, HO es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, A.
Pues bien, sea el (cuadrado) de K aquello en lo que el (cuadrado) de zH es mayor que
el de He. Asi pues, dado que, como BI' es a I'A, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado)



de HO, entonces, por conversion, como BI' es a BA, asi el cuadrado de zH al de K [V
19 Por.]. Pero Br guarda con BA la razon que un niimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH guarda con el de K la razén que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego zH es conmensurable en
longitud con K [X 9], y el cuadrado de zH es mayor que el de Ho en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (zH). Y ademas ninguna de las (rectas) zH, HO
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta A; por tanto, ze es
una tercera apotoma.
Por consiguiente, se ha hallado la tercera ap6toma ze. Q. E. D.

Prorosicion 88

Hallar la cuarta apotoma.

Pongase la recta expresable A y la (recta) BH conmensurable en longitud con A;
entonces BH es expresable. Y ponganse los dos nimeros Az, ZE, de modo que el total AE
no guarde con cada uno de los nimeros Az, EZ la razén que un numero cuadrado guarda
con un numero cuadrado. Y hagase de modo que, como AE es a Ez, asi el (cuadrado)
de BH al (cuadrado) de Hr [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de BH es conmensurable
con el de Hr [X 6]; pero el (cuadrado) de BH es expresable, luego el (cuadrado) de HI
es también expresable; por tanto, HI' es expresable. Ahora bien, como AE no guarda
con Ez la razéon que un niumero cuadrado guarda con un niimero cuadrado, entonces
el (cuadrado) de BH no guarda con el de HI la razoén que un niimero cuadrado guarda
con un numero cuadrado; luego BH es inconmensurable en longitud con Hr [X 9]. Y
ambas son expresables; entonces BH, HI' son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado. Por tanto BI es apotoma [X 73].
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Sea ahora el (cuadrado) de @ aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
de Hr. Pues bien, dado que, como AE es a Ez, asi el (cuadrado) de BH al de Hr, entonces,
por conversion, como EA es a Az, asi el (cuadrado) de HB al de @ [V 19 Por.]. Pero Ea
no guarda con Az la razon que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
luego el (cuadrado) de HB tampoco guarda con el (cuadrado) de © la razén que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; por tanto BH es inconmensurable
en longitud con © [X 9]. Ahora bien, el cuadrado de BH es mayor que el de HI en el



(cuadrado) de o, entonces el (cuadrado) de BH es mayor que el de HI en el (cuadrado)

de una (recta) inconmensurable con ella (BH). Y la (recta) entera BH es conmensurable

en longitud con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto, BI' es una cuarta apotoma.
Por consiguiente se ha hallado la cuarta apotoma. Q. E. D.

Prorosicion 89

Hallar la quinta apotoma.

Pongase la (recta) expresable A, y sea la (recta) 'H conmensurable en longitud con
A; entonces T'H es expresable. Ponganse, a su vez, dos nimeros Az, ZE de modo que
AE no guarde con ninguno de ellos la razéon que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; y hagase de forma que como ZE es a EA, asi el (cuadrado) de rH al
de HB. Entonces el (cuadrado) de HB es también expresable [ X 6]; luego BH es también
expresable; dado que, como AE es a Ez, asi el (cuadrado) de BH al de HI', mientras
que AE no guarda con Ez la razon que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el de HI' la razéon que
un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego BH es inconmensurable
en longitud con HI [X 9]. Y ambas son expresables; entonces BH, HI' son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado. Por tanto BI' es una apotoma [X 73].



Digo ahora que es también quinta.

Sea, pues, el (cuadrado) de @ aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
de Hr. Asi pues, dado que, como el (cuadrado) de BH es al de HI, asi AE a EzZ, entonces,
por conversion, como EA es a Az, asi el (cuadrado) de BH al de @ [V 19 Por.]. Pero Ea
no guarda con Az la razén que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el (cuadrado) de @ la razéon que un
nimero cuadrado guarda con un niimero cuadrado; luego BH es inconmensurable en
longitud con @ [X 9]. Y el cuadrado de BH es mayor que el de HI en el (cuadrado) de
0; entonces el cuadrado de HB es mayor que el de HI en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable en longitud con ella (HB). Y la (recta) adjunta rH es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto BI' es una quinta apotoma.

Por consiguiente, se ha hallado la quinta apdtoma Br. Q. E. D.

PROPOSICION 90

Hallar la sexta apotoma.



Pongase la recta expresable A y tres niumeros E, BT, I'A que no guarden entre si la
razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; y ademas no guarde
I'B con BA la razoén que un niumero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; y hadgase
de forma que como E es a BT, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH y como BI" es
aTA, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de HO [X 6 Por.].
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Pues dado que, como E es a BT, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH, entonces
el (cuadrado) de A es conmensurable con el (cuadrado) de zH [ X 6]. Pero el (cuadrado)
de A es expresable; luego el (cuadrado) de zH es también expresable; por tanto zZH es
también expresable; y como E no guarda con BT la razoén que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de A no guarda con el
(cuadrado) de zH la razon que un numero cuadrado guarda con un niimero cuadrado;
luego A es inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Puesto que, como BT es a T'A,
asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de HO, entonces el (cuadrado) de zH es
conmensurable con el (cuadrado) de He [X 6]. Pero el (cuadrado) de zH es expresable;
luego el (cuadrado) de HO es también expresable; por tanto, HO es expresable. Ahora
bien, como BI' no guarda con r'A la razén que un niamero cuadrado guarda con un
numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de
HO la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego zH es
inconmensurable en longitud con He [X 9]. Y ambas son expresables; entonces ZH,
HO son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto, ze es una
apdtoma [X 73].

Digo ahora que ademas es sexta.

Pues dado que, como E es a BT, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH, mientras
que, como BI' es a I'A, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces, por
igualdad, como E es a I'A, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de Hoe [V 22]. Pero E



no guarda con I'A la razoén que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el cuadrado de A tampoco guarda con el de Ho la razén que un niimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud
con HO [ X 9]; por tanto, ninguna de las rectas ZH, HO es conmensurable en longitud con
la (recta) expresable A. Asi pues, sea el cuadrado de K aquello en lo que el (cuadrado)
de zH es mayor que el de HO. Dado que, como BT es a I'A, asi el (cuadrado) de zH al
de HO, entonces, por conversion, como I'B es a BA, asi el cuadrado de zH al (cuadrado)
de K [X 19 Por.]. Pero I'B no guarda con BA la razéon que un niumero cuadrado guarda
con un numero cuadrado; luego el (cuadrado) de zH no guarda con el (cuadrado) de
K la razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Por tanto, zH
es inconmensurable en longitud con K [X 9]. Y el cuadrado de zH es mayor que el
(cuadrado) de Ho en el (cuadrado) de K; entonces el (cuadrado) de zH es mayor que
el cuadrado de Ho en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (zH). Y
ninguna de las (rectas) zH, H® es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
propuesta, A. Por tanto, © es una sexta apotoma.
Por consiguiente, se ha hallado la sexta aptoma. Q. E. D.

Prorosicion 91

Si un drea esta comprendida por una (recta) expresable y una primera apotoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una apotoma.

Sea, pues, comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la primera
apotoma AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al 4rea AB es una apotoma.

Pues como AA es una primera apdtoma, sea AH la adjunta a ella; entonces AH, HA
son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado [X 73]. Y la (recta) entera
AH es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, AT, y el cuadrado de AH es
mayor que el de HA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con
ella (AH) [X Ter. Def. 1]; entonces, si se aplica a AH un (paralelogramo) igual a la
cuarta parte del (cuadrado) de AH, deficiente en la figura de un cuadrado, la divide
en (partes) conmensurables [X 17]. Dividase AH en dos partes iguales por el (punto)
E, y apliquese a AH un (paralelogramo) igual al (cuadrado) de EH, deficiente en la
figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo comprendido) por Az, ZH; entonces AZ es
conmensurable con zH. Y trdcense por los puntos E, Z, H las (rectas) Ee, zI, HK paralelas
a AT. Y puesto que Az es conmensurable en longitud con zH, entonces AH también
es conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15]. Pero AH



es conmensurable con AT; luego cada una de las (rectas) Az, ZH es conmensurable en
longitud con Ar [X 12]. Y AT es expresable: por tanto, cada una de las (rectas) Az, ZH
es también expresable; de modo que cada uno de los (rectdngulos) Al, zK es también
expresable [X 19]. Ahora bien, puesto que AE es también conmensurable en longitud
con EH, entonces AH es también conmensurable en longitud con cada una de las (rectas)
AE, EH [X 15]. Pero AH es expresable e inconmensurable en longitud con AT; asi pues
cada una de las (rectas) AE, EH es también expresable e inconmensurable en longitud
con AT [X 13]; luego cada uno de los (rectangulos) Ae, EK es medial [X 21].

Ahora, hagase el cuadrado AM igual a Al, y quitese un cuadrado Nz que tenga el
angulo comlin AOM y sea igual a zK; entonces los cuadrados AM, N= estan en torno
a la misma diagonal [VI 26]. Sea oP su diagonal y construyase la figura. Pues bien,
como el rectdngulo comprendido por Az, zH es igual al cuadrado de EH, entonces,
como AZ es a EH, asi EH a zH [VI 17]. Pero como Az es a EH, asi Al a EK, mientras que,
como EH es a ZH, asi el (area) EK al (area) Kz [VI 1]; luego EK es media proporcional
de A1, Kz [V 11 ]: pero MN es también media proporcional de AM, NZ, como se ha
probado anteriormente [Lema post. X 53]; y Al es igual al cuadrado de AM, y Kz al
de N= entonces MN es igual a EK. Pero EK es igual a A@, y MN a A= luego AK es igual
al gnomon [II Def. 2] yoX y N=: pero AK es también igual a los cuadrados de AM,
N=; asi pues, el area restante AB es igual a =T. Pero =T es el cuadrado de AN; luego el
(cuadrado) de AN es igual a AB; por tanto AN es el lado del cuadrado equivalente a AB.

Digo ahora que AN es una apdtoma.

Pues como cada una de las (areas) Al, zK es expresable, y es igual a AM, Nz,
entonces cada una de las (areas) AM, Nz, es decir los cuadrados de cada una de las
(rectas) AO, ON, es también expresable; luego cada una de las (rectas) A0, ON es
también expresable. Puesto que A@ es, a su vez, medial y es igual a A=, entonces A=
es también medial. Pues bien, como A= es medial y Nz expresable, entonces A= es
inconmensurable con N=; pero como A= es a N=, asi AO a ON [VI 1 ]; asi pues AO
es inconmensurable en longitud con ON [X 11]. Ahora bien, ambas son expresables;
entonces AO, ON son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado; luego AN
es una apotoma [X 73]: y es el lado del cuadrado equivalente al area AB; por tanto el
lado del cuadrado equivalente al area AB es una apdtoma.

Por consiguiente, si un area esta comprendida por una (recta) expresable..., etc.

Prorosicion 92

Si un area esta comprendida por una recta expresable y una segunda apotoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una primera apotoma de una medial.

Sea, pues, comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la segunda
apdotoma AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al drea AB es una primera apdtoma de
una medial.



Sea, pues AH la adjunta a AA; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables so0lo en cuadrado [X 73], y la adjunta, AH, es conmensurable con
la (recta) expresable propuesta, Ar, y el cuadrado de la (recta) entera, AH, es mayor
que el de la adjunta HA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud
con ella (AH) [X Ter. Def. 2]. Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el
de HA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AH), entonces, si se
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de HA, deficiente
en la figura de un cuadrado, la divide en partes conmensurables [X 17]. Pues bien,
dividase AH en dos partes iguales por el (punto) E; y apliquese a AH un (paralelogramo)
igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo
comprendido) por Az, ZH; entonces AZ es conmensurable en longitud con zH. Luego
AH también es conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15].
Pero AH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar; entonces cada una de las
(rectas) Az, ZH es expresable e inconmensurable en longitud con AT [X 13]; luego cada
una de las (areas) Al zK es medial [X 21]. Y como AE es, a su vez, conmensurable con
EH, entonces AH es también conmensurable con cada una de las (rectas) AE, EH [X 15].
Pero AH es conmensurable en longitud con Ar. Luego cada uno de los (rectdngulos)
A®, EK es expresable [X 19].
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Pues bien, construyase un cuadrado AM igual a Al y quitese N= igual a ZK que esté
en torno al mismo angulo que AM, a saber AOM; entonces los cuadrados AM, N= estan
en torno a la misma diagonal [VI 26]. Sea su diagonal op y constriyase la figura. Pues
bien, como Al, ZK son mediales y son iguales a los (cuadrados) de A0, ON, los cuadrados
de A0, ON son también mediales; luego A0, ON son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado®®. Y como el (rectingulo comprendido) por Az, zH es igual al
(cuadrado) de EH, entonces, como AZ es a EH, asi EH a zH [VI 17]; pero, como AZ
es a EH, asi Al a EK; mientras que, como EH es a ZH, asi EK a zK [VI 1]; luego EK es
media proporcional de AL, zK [V 11], Pero MN es también media proporcional de los
cuadrados AM, N=; y Al es igual a AM y ZK a N=; asi pues, MN es igual a EK. Pero Ao
es igual a EK, mientras que A= es igual a MN; por tanto el (4rea) entera AK es igual al
gmomon Y®X y N=. Pues bien, como el (area) entera AK es igual a AM, N=, donde AK
es igual al gnomon Y®X y Nz, entonces el (area) restante AB es igual a Tz, pero Tz es



el (cuadrado) de AN; luego el (cuadrado) de AN es igual al (4rea) AB; por tanto AN es
el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Digo que AN es una primera apotoma de una medial.

Pues como EK es expresable y es igual a A=, entonces Az, es decir el (rectangulo
comprendido) por AO, ON es expresable. Pero se ha demostrado que Nz es medial;
entonces AE es inconmensurable con Nz; pero como A= es a Nz, asi A0 a ON [VI 1];
luego A0, ON son inconmensurables en longitud [X 11]; asi pues, A0, ON son mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden un rectangulo expresable; por
tanto, AN es una primera apdtoma de una medial; y es el lado del cuadrado equivalente
al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area AB es una primera
apdtoma de una medial. Q. E. D.

Prorosicion 93

Si un drea esta comprendida por una (recta) expresable y una tercera apotoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una segunda apotoma de una medial.

Sea, pues, comprendida el area AB por la (recta) expresable AT y la tercera apotoma
AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es una segunda apotoma
de una medial.

Sea, pues, AH la adjunta a AA; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado, y ninguna de las (rectas) AH, HA es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta AT, y el cuadrado de la (recta) entera
AH es mayor que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con
ella (AH) [X Ter. Def. 3], Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de HA en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AH), entonces, si se aplica a AH un
(paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de AH, deficiente en la figura de
un cuadrado, la divide en partes conmensurables [ X 17]. Asi pues, dividase AH en dos
partes iguales por el (punto) E, y apliqiese a AH un (paralelogramo) igual al (cuadrado)
de EH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo comprendido) por Az,
ZH.'Y tracense por los (puntos) E, z, H las (rectas) E@, ZI, HK paralelas a Ar; entonces Az,



ZH son conmensurables; luego Al es también conmensurable con zk [VI 1y X 11]. Y
como Az, ZH son conmensurables en longitud, entonces AH es también conmensurable
en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15]. Pero AH es expresable e
inconmensurable en longitud con Ar; de modo que Az, zH también lo son [X 13].
Luego cada uno de los (rectangulos) A1, zK es medial [X 21]. Como AE es, a su vez,
conmensurable en longitud con EH, entonces AH es también conmensurable en
longitud con cada una de las (rectas) AE, EH [X 15]. Pero HA es expresable e
inconmensurable en longitud con Ar [X 13]. Por tanto, cada una de las (rectas) AE,
EH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar. Luego cada uno de los
(rectangulos) Ae, EK es medial [X 21]. Y como AH, HA son conmensurables s6lo en
cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud con HA. Pero AH es
conmensurable en longitud con Az, y AH con EH; luego Az es inconmensurable en
longitud con EH [X 13]. Pero como AZ es a EH, asi Al a EK [VI 1]; por tanto, Al es
inconmensurable con EK [X 11].

Pues bien, constrilyase el cuadrado AM igual a Al y quitese N= igual a zK y que esté
en torno al mismo angulo que AM; entonces AM, N= estan en torno a la misma diagonal
[VI 26]. Sea su diagonal op y construyase la figura. Asi pues, como el (rectangulo
comprendido) por Az, zH es igual al cuadrado de EH, entonces, como AZ es a EH, asi
EH a ZH; y COMO AZ €s a EH, asi Al a EK; y como EH es a ZH, asi EK a zK [VI 11]; y como
Al s a EK, asi EK a ZK, luego EK es media proporcional de los (rectangulos) AL, zK. Y
MN es también media proporcional de los cuadrados AM, N=; y Al es igual a AM y ZK
a N=; por tanto EK es igual a MN. Pero MN es igual a A=, y EK es igual a A@; entonces
también el (rectdngulo) entero AK es igual al gnomon Y®X y N=; y AK es igual a AM,
Nz; luego el resto AB es igual a =T, es decir al cuadrado de AN; por tanto, AN es el lado
del cuadrado equivalente al area AB.

Digo que AN es una segunda apotoma de una medial.

Pues como se ha demostrado que Al, zK son mediales y son también iguales a los
(cuadrados) de A0, ON, entonces cada uno de los (cuadrados) de A0, ON es también
medial; luego cada una de las (rectas) A0, ON es también medial. Y puesto que Al
es conmensurable con zk [VI 1 y X 11], entonces el (cuadrado) de A0 es también
conmensurable con el (cuadrado) de oN. Como se ha demostrado, a su vez, que Al es
inconmensurable con EK, entonces AM es también inconmensurable con MN, es decir,
el cuadrado de A0 con el (rectdngulo comprendido) por A0, ON; de modo que AO es
también inconmensurable con ON [VI 1 y X 11]; luego A0, ON son (rectas) mediales
conmensurables sélo en cuadrado.

Digo ahora que también comprenden un (rectdngulo) medial.

Pues como se ha demostrado que EK es medial y es igual al (rectangulo
comprendido) por A0, ON, entonces el (rectdngulo comprendido) por AO, ON es
también medial; de modo que A0, ON son (rectas) mediales conmensurables s6lo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial. Luego AN es una segunda ap6toma
de una medial [X 75]; y es el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al drea AB es una segunda
apotoma de una medial. Q. E. D.



Prorosicion 94

Si un drea esta comprendida por una (recta) expresable y una cuarta apotoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una (recta) «menory.

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar' y la cuarta apotoma
AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al 4rea AB es una (recta) «kmenor.

Pues sea AH la adjunta a AA; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado, y AH es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta ATl', y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor que el de



la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella
(AH) [X Ter. Def. 4]. Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de HA en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella (AH), entonces, si se
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de AH deficiente
en la figura de un cuadrado, la dividira en (partes) inconmensurables [ X 18]. Asi pues,
dividase AH en dos partes iguales por el (punto) E y apliquese a AH un paralelogramo
igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo
comprendido) por Az, zZH; entonces AZ es inconmensurable en longitud con ZzH.
Tracense, pues, por los (puntos) E, Z, H las (rectas) Eo, zI, HK paralelas a AT, BA. Como
en efecto AH es expresable y conmensurable en longitud con Ar, entonces el (area)
entera AK es expresable [X 19]. Y puesto que, a su vez, AH es inconmensurable en
longitud con Ar y ambas son expresables, entonces AK es medial [X 21]. Y puesto
que a su vez AZ es inconmensurable en longitud con zH, entonces Al es también
inconmensurable con zk [VI 1 y X 11]. Pues bien, constriyase el cuadrado AM igual
a Al'y quitese N= igual a ZK y que estd en torno al mismo angulo AOM. Entonces los
cuadrados AM, N= estan en torno a la misma diagonal [VI 26]. Sea su diagonal opr y
construyase la figura. Asi pues, como el (rectingulo comprendido) por Az, ZH es igual
al (cuadrado) de EH, entonces, proporcionalmente, como AZ es a EH, asi Al a EK, y como
EH es a ZH, asi EK a zK [VI 1]; entonces EK es media proporcional de A1, zk [V 11].
Pero MN es también media proporcional de los cuadrados AM, N= y Al es igual a AM, y
ZK a N=; luego EK es igual a MN. Pero Ae; es igual a EK y A= es igual a MN. Por tanto,
el (area) entera AK es igual al gnomon Y®X y N=. Pues bien, como el (area) entera AK
es igual a los cuadrados AM, Nz donde AK es igual al gnomon Y®X y el cuadrado Nz,
entonces el (area) restante AB es igual a =T, es decir al cuadrado de AN; luego AN es
el lado del cuadrado equivalente al (area) AB.

Digo que AN es la (recta) no expresable llamada «menor». Pues como AK es
expresable y es igual a los (cuadrados) de A0, ON, entonces la suma de los (cuadrados)
de A0, ON es expresable. Como AK es a su vez medial y AK es igual al doble del
(rectangulo comprendido) por A0, ON, entonces el doble del (rectangulo comprendido)
por A0, ON es medial. Y puesto que se ha demostrado que Al es inconmensurable con
7K, entonces el cuadrado de AO es inconmensurable también con el cuadrado de ON.
Luego A0, ON son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus
cuadrados expresable y el doble del (rectangulo comprendido) por ellas medial. Por
tanto, AN es la recta no expresable llamada «menor» [X 76]; y es el lado del cuadrado
equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al drea AB es una (recta)
«menory. Q. E. D.

Prorosicion 95



Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una quinta apotoma, el
lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) que hace con un (darea) expresable
un (area) entera medial.

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable AT y la quinta apdtoma
AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es la (recta) que hace con
un (area) expresable un (area) entera medial.

Sea, pues, AH la adjunta a AA; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado y la (recta) adjunta HA es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta Ar, y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor
que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AH)
[X Ter. Def. 5]. Entonces, si se aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte
del (cuadrado) de AH, deficiente en la figura de un cuadrado, la dividird en partes
inconmensurables [X 18]. Pues bien, dividase AH en dos partes iguales por el (punto)
E, y apligese a AH un paralelogramo igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura
de un cuadrado y sea el (rectangulo comprendido) por Az, zH; entonces AZ es
inconmensurable en longitud con zH. Y puesto que AH es inconmensurable en longitud
con I'A y ambas son expresables, entonces AK es medial [X 21]. Como AH es a su vez
expresable y conmensurable en longitud con AT, AK es expresable [X 19]. Asi pues,
construyase el cuadrado AM igual a Al y quitese el cuadrado N= igual a zK que esté en
torno al mismo angulo AOM; entonces los cuadrados AM, N= estan en torno a la misma
diagonal [VI 26]. Sea op su diagonal y constriyase la figura. De manera semejante
demostrariamos que AN es el lado del cuadrado igual al area AB.
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Digo que AN es la (recta) que hace con un (area) expresable un (area) entera
medial.

Pues como se ha demostrado que AK es medial y es igual a los (cuadrados) de
AO, ON, entonces la suma de los (cuadrados) de A0, ON es medial. Y puesto que AK
es a su vez expresable y es igual al doble del (rectangulo comprendido) por A0, ON,
también éste mismo es expresable. Y como Al es inconmensurable con zK, entonces
el (cuadrado) de AO es inconmensurable con el cuadrado de ON. Luego A0, ON son
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial
y el doble del (rectdngulo comprendido) por ellas expresable. Por tanto, la (recta)
restante AN es la (recta) no expresable llamada la que hace con un (4rea) expresable
un (area) entera medial [X 77]. Y es el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area AB es la (recta) que
hace con un (area) expresable un (area) entera medial. Q. E. D.



Prorosicion 96

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una sexta apotoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) que hace con un darea medial
un (area) entera medial.

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable AT y la sexta apotoma
AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente a AB es la (recta) que hace con un (area)
medial un (area) entera medial.

Pues sea AH la adjunta a AA; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado y ninguna de. ellas es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta AT y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor
que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud
con ella (AH) [X Ter. Def. 6]: pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de HA
en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella (AH), entonces,
si se aplica a AH un paralelogramo igual a la cuarta parte del (cuadrado) AH deficiente
en la figura de un cuadrado, lo dividira en partes inconmensurables [X 18].
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Asi pues, dividase AH en dos partes iguales por el (punto) E, y apliquese a AH
un paralelogramo igual al (cuadrado) de EH, deficiente en la figura de un cuadrado,
y sea el (rectdngulo comprendido) por Az, ZH; entonces AZ es inconmensurable en
longitud con zH. Pero, como Az es a zH, asi A1a zK [ VI 1]; luego Al es inconmensurable
con zK [X 11]. Y puesto que AH, AT son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado, AK es medial [X 21]. Puesto que ATl, AH son, a su vez, expresables e
inconmensurables en longitud, AK es también medial [X 21]. Pues bien, como AH, HA
son conmensurables so6lo en cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud
con HA. Pero como AH es a HA, asi AK a KA [VI 1]; luego AK es inconmensurable con
KA [X 11], Constrayase, pues, el cuadrado AM igual a Al, y quitese N= igual a zK y
en torno al mismo angulo; entonces los cuadrados AM, N= estan en torno a la misma
diagonal [X 26]. Sea su diagonal op y construyase la figura. De manera semejante a
los (teoremas) anteriores demostrariamos que AN es el lado del cuadrado equivalente
al (area) AB.



Digo que AN es la (recta) que hace con un (area) medial un (4rea) entera medial.

Pues como se ha demostrado que AK es medial y es también igual a los (cuadrados)
de A0, ON, entonces la suma de los (cuadrados) de A0, ON es medial. Como se ha
demostrado a su vez que AK es medial y es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por A0, ON, el doble del (rectangulo comprendido) por A0, ON es medial. Y como se ha
demostrado que AK es inconmensurable con AK, los cuadrados de A0, ON son también
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por A0, ON. Y puesto
que Al es inconmensurable con zK, entonces el (cuadrado) de A0 es inconmensurable
con el (cuadrado) de ON; luego A0, ON son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble del (rectdngulo comprendido) por
ellas medial y ademas sus cuadrados inconmensurables con el doble del (rectdngulo
comprendido) por ellas. Por tanto, AN es la (recta) no expresable llamada la que hace
con un (4rea) medial un (area) entera medial [X 78]; y es el lado del cuadrado
equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al 4rea es la (recta) que hace
con un (area) medial un area entera medial. Q. E. D.

Prorosicion 97

El cuadrado de una apotoma aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura una primera apotoma.

Sea AB la apdtoma y ra la (recta) expresable y apliquese a ra el (paralelogramo)
I'E igual al cuadrado de AB que produzca la anchura rz.

Digo que 1z es una primera apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado [X 73]. Y apliquese ara el (paralelogramo) re igual
al (cuadrado) de AH, y el (paralelogramo) KA igual al cuadrado de BH. Entonces el
(paralelogramo) entero T'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB donde I'E es igual al
(cuadrado) de AB; luego el (area) restante zA es igual al doble del (rectdngulo
comprendido) por AH, HB [II 7], Dividase zM en dos partes iguales por el (punto)
N, y tracese por el (punto) N la (recta) N= paralela a TA; entonces cada uno de los
(rectangulos) z=, AN es igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y como los
(cuadrados) de AH, HB son expresables, y AM es igual a los (cuadrados) de AH, HB,
entonces AM es expresable, y se ha aplicado a la (recta) expresable rA produciendo
la anchura r™; luego ™M es expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20].
Como el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es a su vez medial, y ZA es
igual al doble del (rectdngulo comprendido) por AH, HB, entonces ZA es medial. Y
se ha aplicado a la (recta) expresable ra produciendo la anchura zMm; entonces zM es
expresable e inconmensurable en longitud con 1A [X 22]. Y como los (cuadrados) de
AH, HB son expresables, mientras que el doble del (rectangulo comprendido) por AH,
HB es medial, entonces los (cuadrados) de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y T'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB y



zA al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB; asi pues AM es inconmensurable
con ZA. Pero, como AM es a zA, asi ™M a zM [VI 1]. Entonces I'M es inconmensurable
en longitud con zMm [X 11]. Y ambas son expresables; luego '™, Mz son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado. Por tanto, Iz es una apotoma [X 73],
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Digo ahora que es también primera.

Pues como el (rectangulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de los
cuadrados de AH, HB, y I'e es igual al (cuadrado) de AH, mientras que KA es igual
al (cuadrado) de BH y NA al (rectangulo comprendido) por AH, HB, entonces NA e€s
media proporcional de re, KA; luego, como I'e es a NA, asi NA a KA. Pero como re es
a NA, asi 'K a NM; y como NA es a KA, asi NM a KM [VI 1]; entonces el (rectdngulo
comprendido) por I'K, KM, es igual al (cuadrado) de NM [VI 17], es decir a la cuarta
parte del (cuadrado) de zm. Ahora bien, puesto que el (cuadrado) de AH es
conmensurable con el de HB, I'e es también conmensurable con KA. Pero como es e a
KA, asi 'k a KM [VI 1]; entonces 'K es conmensurable con kM [X 11], Pues bien, como
M, Mz son dos rectas desiguales y se ha aplicado a r™ el (rectangulo comprendido)
por I'K, KM igual a la cuarta parte del (cuadrado) de zm y deficiente on la figura de un
cuadrado, y 'K es conmensurable con KM, entonces el cuadrado de '™ es mayor que
el de Mz en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (rm) [X
17]. Y ™ es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ra; por
tanto rz es una primera apdtoma [X Ter. Def. 1].

Por consiguiente, el (cuadrado) de una apotoma aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura una primera apdtoma. Q. E. D.

Prorosicion 98



El cuadrado de una primera apotoma de una medial, aplicado a una (recta)
expresable produce como anchura una segunda apotoma.

Sea, pues, AB la primera apdtoma de una medial y rA la (recta) expresable, y
apliquese a A el (paralelogramo) r'e igual al (cuadrado) de AB que produzca la anchura
VA

Digo que 1z es una segunda apdtoma.

Pues sea BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado que comprenden un (rectingulo) expresable [X 74]. Y apliquese
a A el paralelogramo re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura 1K, y el
(paralelogramo) kA igual al (cuadrado) de HB produciendo la anchura KM; entonces el
(area) entera I'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB; asi pues I'A es también medial [X
15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ra produciendo la anchura rvm;
entonces I'M es expresable e inconmensurable en longitud con ra [X 22], Y como ra
es igual a los (cuadrados) de AH, HB donde el (cuadrado) de AB es igual a T'E, entonces
el (4rea) restante, el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, es igual a zA [II
71, Pero el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es expresable; luego zA es
expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable zE produciendo la anchura zm;
por tanto, zM es también expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Pues
bien, como (la suma de) los (cuadrados) de AH, HB, es decir I'A, es medial, mientras
que el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, es decir, ZA es expresable,
entonces I'A es inconmensurable con zZA. Pero como I'A es a zA, asi I'M a zM [VI 1];
entonces I'M es inconmensurable en longitud con zMm [X 11]: y ambas son expresables;
luego ™M, Mz son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, por tanto,
Iz es una apotoma [X 73].
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Digo ahora que también es segunda.



Pues dividase zM en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese, por el (punto)
N, la (recta) Nz paralela a ra; entonces cada una de las (dreas) z=, NA es igual al
(rectangulo comprendido) por AH, HB; y puesto que el (rectangulo comprendido) por
AH, HB es media proporcional de los (cuadrados) de AH, HB, y el cuadrado de AH es
igual a re, mientras que el (rectangulo comprendido) por AH, HB es (igual) a NA y el
(cuadrado) de BH a KA, entonces NA es media proporcional de re, KA. Luego, como
I'e es a NA, asi NA a KA. Pero como 1@ es a NA, asi 'K a NM, y como NA es a KA, asi
NM a MK [VI 1]; entonces, como T'K es a NM, asi NM a KM [V 11]; luego el (rectangulo
comprendido) por K, KM es igual al (cuadrado) de Nm [VI 17], es decir a la cuarta
parte del (cuadrado) de zm. Pues bien, como ™M, Mz son dos rectas desiguales, y se
ha aplicado a la mayor, ™, el (rectangulo comprendido) por Ik, KM igual a la cuarta
parte del (cuadrado) de Mz, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en partes
conmensurables, entonces el cuadrado de '™ es mayor que el de Mz en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable en longitud con ella (rm) [X 17]. Y la adjunta zm es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta r'A; luego rz es una
segunda apdtoma [X Ter. Def. 2]

Por consiguiente, el cuadrado de la primera ap6toma de una medial, aplicado a
una (recta) expresable produce como anchura una segunda ap6toma. Q. E. D.

Prorosicion 99

El cuadrado de una segunda apotoma de una medial, aplicado a una (recta)
expresable, produce como anchura una tercera apotoma.

Sea AB la segunda apotoma de una medial, y A la (recta) expresable, y apliquese
a A el (paralelogramo) e igual al (cuadrado) de AB produciendo la anchura rz.

Digo que 1z es una tercera apdtoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial [X 75]. Y
apliquese araA el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura
IK, y apliquese a Ko el (paralelogramo) KA igual al (cuadado) de BH produciendo la
anchura KM; entonces el (area) entera r'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB; luego
r'A es también medial [X 15 y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable TA
produciendo la anchura rm; por tanto 'M es expresable e inconmensurable en longitud
conTA [X 23]. 'Y como el (area) entera I'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB, donde
I'E es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area) restante Az es igual al doble del
(rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7], Pues bien, dividase zM en dos partes
iguales por el (punto) N, y tracese N= paralela a ra; entonces cada una de las (areas) z=,
NA es igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Pero el (rectangulo comprendido)
por AH, HB es medial; entonces zA es también medial. Y se ha aplicado a la recta
expresable Ez produciendo la anchura zm; luego zM es también expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Y como AH, HB son conmensurables s6lo
en cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud con HB; luego el (cuadrado)



de AH es también inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AH, HB [VI 1
y X 11], Pero los (cuadrados) de AH, HB son conmensurables con el (cuadrado) de AH,
y el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB con el (rectangulo comprendido)
por AH, HB; asi pues, los (cuadrados) de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB [X 13].
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Pero rA es igual a los (cuadrados) de AH, HB, mientras que zA es igual al doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB; entonces I'A es inconmensurable con ZA.

Pero como A es a zA, asi '™ a zMm [VI 1]. Entonces, 'M es inconmensurable en
longitud con zM. Y ambas son expresables; luego ™M, Mz son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado; por tanto 1z es apoétoma [X 73].

Digo ahora que también es tercera.

Pues como el (cuadrado) de AH es conmensurable con el (cuadrado) de HB,
entonces re es conmensurable con KA; de modo que K lo es también con kM [VI 1
y X 11], Y como el (rectangulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de
los (cuadrados) de AH, HB, y T'© es igual a AH, mientras que KA es igual al (cuadrado)
de HB, y NA al (rectangulo comprendido) por AH, HB, entonces NA es también media
proporcional de 1@, KA; luego, como e es a NA asi NA a KA. Pero como I'e es a NA,
asi 'K a NM, y como NA es a KA, asi NM a KM [VI 1]; entonces, como T'K es a MN, asi
MN a KM [V 11]; luego el rectangulo comprendido) por rk, KM es igual [al cuadrado
de MN, es decir]*? a la cuarta parte del (cuadrado) de zMm. Pues bien, como I'M, MZ son
dos rectas desiguales y se ha aplicado a '™ un (paralelogramo) igual a la cuarta parte
del (cuadrado) de zm, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes)
conmensurables, entonces el cuadrado de ™ es mayor que el de Mz en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (rm) [X 17]; y ninguna de las (rectas) rm, Mz
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta I'A; por tanto Iz es
una tercera apotoma [X Ter. Def. 3],



Por consiguiente, el cuadrado de una segunda apotoma de una medial, aplicado
a una (recta) expresable produce como anchura una tercera apétoma. Q. E. D.

Prorosicion 100

El cuadrado de una (recta) «menory, aplicado a una (recta) expresable produce
como anchura un cuarta apotoma.

Sea AB la (recta) «menor», y T'A la expresable, y apliquese a la (recta) expresable
rA el (paralelogramo) I'E igual al cuadrado de AB, produciendo la anchura rz.

Digo que 1z es una cuarta apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas), inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de AH, HB expresable y el doble del
(rectangulo comprendido) por AH, HB medial [X 76], Y apliquese a 1A el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura 1K, y el
(paralelogramo) KA igual al (cuadrado) de BH produciendo la anchura KM; entonces
el (area) entera I'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB. Y la suma de los (cuadrados)
de AH, HB es expresable; entonces I'A es también expresable. Y se ha aplicado a la
(recta) expresable 1A produciendo la anchura rm; luego ™M es también expresable
y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Y como el (area) entera I'A es igual a
los (cuadrados) de AH, HB, donde TE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area)
restante zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7], Pues bien,
dividase zM en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese, por el (punto) N, la (recta)
N= paralela a las dos (rectas) T'A, MA; entonces, cada uno de los (rectangulos) z=, NA
es igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y como el doble del (rectdngulo
comprendido) por AH, HB es medial y es igual a zA, entonces zZA también es medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable zE produciendo la anchura zm; luego zm es
expresable e inconmensurable en longitud con 1A [X 22]. Y puesto que la suma de los
(cuadrados) de AH, HB es expresable, mientras que el (rectingulo comprendido) por
AH, HB es medial, entonces los cuadrados de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Pero I'A es igual a los cuadrados de AH, HB
y zA al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Luego I'A es inconmensurable
con ZA. Pero como I'A es a zA, asi '™M a Mz [VI 1]; entonces I'M es inconmensurable en
longitud con Mz [X 11], Y ambas son expresables; luego rM, Mz son rectas expresables
conmensurables solo en cuadrado; por tanto rz es una apétoma [X 73].
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Digo que también es cuarta.

Pues como AH, HB son inconmensurables en cuadrado, entonces el (cuadrado) de
AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB. Y 10 es igual al (cuadrado) de AH,
mientras que KA es igual al (cuadrado) de HB; asi pues, I'e es inconmensurable con KA.
Pero como e es aka, asirk a kKM [VI 1], Entonces I'k es inconmensurable en longitud
con KM. Y como el (rectangulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de la
suma de los (cuadrados) de AH, HB, y I'@ es igual al (cuadrado) de AH, mientras que
el (cuadrado) de HB es igual a KA, y el (rectangulo comprendido) por AH, HB a NA,
entonces NA es media proporcional de 1o, KA; luego como e es a NA; asi NA a KA;
pero como I'e es a NA, asi 'K a NM y como NA es a KA, asi NM a KM [VI 1]; entonces,
como I'K es a MN, asi MN a KM [V 11]. Luego el (rectangulo comprendido) por Ik, KM
es igual al (cuadrado) de MmN [VI 17], es decir a la cuarta parte del (cuadrado) de zm.
Pues bien, como M, Mz son dos rectas desiguales, y se ha aplicado a rm el (rectangulo
comprendido) por Ik, KM igual a la cuarta parte del (cuadrado) de Mz, deficiente en la
figura de un cuadrado y la divide en (partes) inconmensurables, entonces el cuadrado
de r™m es mayor que el de Mz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con
ella (rMm) [X 18]. Y la (recta) entera r'M es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta I'A; por tanto, I'z es una cuarta apoétoma [X Ter. Def. 4].

Por consiguiente, el (cuadrado) de una (recta) «menor»... etc. Q. E. D.

Prorosicion 101

El cuadrado de la recta que hace con un (area) expresable un (drea) entera
medial, aplicado a una recta expresable, produce como anchura una quinta apotoma.



Sea, pues, AB la que hace con un (4rea) expresable un (area) entera medial, y ra
la (recta) expresable, y apliquese a ra el (paralelogramo) T'E igual al (cuadrado) de AB
produciendo la anchura rz.

Digo que 1z es una quinta apotoma.

Sea, pues, BH la (recta) adjunta a AB. Entonces, AH, HB son rectas
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble
del (rectdngulo comprendido) por ellas expresable [X 77]. Y apliquese a ra el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH, y el (paralelogramo) KA igual al
(cuadrado) de HB; entonces el (area) entera T'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB.
Pero la suma de los (cuadrados) de AH, HB es medial; entonces I'A es también medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable TA produciendo la anchura rMm; luego rm es
expresable e inconmensurable con ra [X 22]. Y como el (area) entera r'A es igual a
los (cuadrados) de AH, HB, donde TE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area)
restante zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7]. Pues bien,
dividase zM en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese por el (punto) N, la (recta)
N= paralela a las dos (rectas) ra, MA; entonces cada uno de los (rectangulos) z=, NA es
igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y puesto que el doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB es expresable y es igual a zA, entonces ZA es expresable.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable Ez produciendo la anchura zm; luego zMm es
expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Y como rA es medial y zA
expresable, entonces I'A es inconmensurable con ZA. Pero como I'A es a zZA, asi I'M a
Mz [VI 1]; entonces 'M es inconmensurable en longitud con Mz [X 11]. Y ambas son
expresables; luego M, Mz son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado;
por tanto Iz es una ap6toma [X 73].
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Digo ahora que también es quinta.
Pues de manera semejante demostrariamos que el (rectangulo) Ik, KM es igual al
(cuadrado) de NM, es decir, a la cuarta parte del (cuadrado) de zm.




Y puesto que el (cuadrado) de AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB,
mientras que el (cuadrado) de AH es igual a re, y el (cuadrado) de HB a KA, entonces
re es inconmensurable con KA. Pero como re es a KA, asirk akm [VI 1 ]; luego Ik es
inconmensurable en longitud con KM [X 11]. Pues bien, como M, Mz son dos rectas
desiguales y se ha aplicado a rm un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado
de zMm, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes) inconmensurables,
entonces, el cuadrado de '™ es mayor que el de Mz en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (M) [X 18]. Y la adjunta zmM es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta I'A.

Por consiguiente, rz es una quinta apoétoma [X Ter. Def. 5]. Q. E. D.

Prorosicion 102

El cuadrado de la (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial,
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura una sexta apotoma.

Sea, pues, AB la que hace con un (area) medial un (area) entera medial y ra la
(recta) expresable, y apliquese a ra el (paralelogramo) r'E igual al (cuadrado) de AB
produciendo la anchura rz.

Digo que 1z es una sexta apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB, son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble del (rectdngulo
comprendido) por AH, HB medial y los cuadrados de AH, HB inconmensurables con el
doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [X 78]. Pues bien, apliquese a ra el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura 1k y el
(paralelogramo) kA igual al (cuadrado) de BH; entonces el (area) entera I'A es igual a
los (cuadrados) de AH, HB; luego I'A es también medial. Y se ha aplicado a la (recta)
expresable TA produciendo la anchura r™; asi pues, I'M es expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Pues bien, como raA es igual a los
(cuadrados) de AH, HB, donde IE es igual al (cuadrado) de AB, entonces, el (area)
restante zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7]. Y el
doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es medial; luego zA es también medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable zE produciendo la anchura zm; luego zm es
expresable e inconmensurable en longitud conra [X 22], Y puesto que los (cuadrados)
de AH, HB son inconmensurables con el doble del (rectdngulo comprendido) por AH,
HB y I'A es igual a los (cuadrados) de AH, HB, y ZA es igual al doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB, entonces I'A es inconmensurable con ZA. Pero como I'A es a
zZA,asitM aMz [VI 1 ]; entonces I'M es inconmensurable en longitud conmz [X 11], Y
ambas son expresables. Luego 'M, Mz son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado. Por tanto rz es una apdtoma [X 73],
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Digo ahora que también es sexta.

Pues como zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, dividase
zM en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese por el (punto) N la (recta) N=
paralela a ra; entonces cada una de las (areas) z=, NA es igual al (rectangulo
comprendido) por AH, HB. Y como AH, HB son inconmensurables en cuadrado,
entonces el (cuadrado) de AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB. Pero re
es igual al (cuadrado) de AH, y KA es igual al (cuadrado) de HB. Asi pues, I'e es
inconmensurable con KA. Pero como re es a KA, asi rk a KM [VI 1]; luego 1K es
inconmensurable con KM [X 11]; y puesto que el (rectangulo comprendido) por AH,
HB es media proporcional de los cuadrados de AH, HB, y @ es igual al (cuadrado)
de AH, mientras que KA es igual al (cuadrado) de HB, y NA es igual al (rectangulo
comprendido) por AH, HB, entonces NA es también media proporcional de re, KA; por
tanto, como I'e es a NA, asi NA a KA. Y por lo mismo, el cuadrado de rm es mayor
que el de Mz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (rm) [X 18]. Y
ninguna de ellas es conmensurable con la (recta) expresable propuesta T'A.

Por consiguiente, I'z es una sexta apodtoma. Q. E. D.

Prorosicion 103

Una recta conmensurable en longitud con una apotoma es apotoma y del mismo
orden.

Sea AB una apdtoma, y sea I'A conmensurable en longitud con ella.

Digo que 1A es apotoma y del mismo orden que AB.

Pues como AB es una ap6toma, sea BE la adjunta a ella; entonces AE, EB son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado [X 73]. Y hagase de forma que ra
guarde con AB la misma razon que BE con Az [VI 12]; entonces como una es a una,



asi todas a todas [V 12]*!; luego como la (recta) entera AE es a la (recta) entera Iz,
asi también AB a I'A. Pero AB es conmensurable en longitud con ra. Entonces AE es
también conmensurable con Iz y BE con Az [X 11]. Ahora bien, AE, EB son (rectas)
expresables conmensurables s6lo en cuadrado; luego 1z, zAa son también (rectas)
expresables conmensurables solo en cuadrado [X 13].

Ahora bien, dado que, como AE es a I'Z, asi BE a Az, entonces, por alternancia,
como AE es a EB, asi Iz a za [VI 16]. Asi pues, el cuadrado de AE es mayor que el de
EB 0 bien en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con (AE), o bien en el de una
inconmensurable con ella. Pues bien, si el cuadrado de AE es mayor que el de EB en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), el cuadrado de rz también
sera mayor que el de zA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (rz)
[X 14]. Y si AE es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta,
también lo sera rz [X 12], pero, si BE, también Az [id], y si ninguna de las (rectas) AE,
EB (lo es), tampoco (lo serd) ninguna de las (rectas) rz, za [X 13]. Pero si el cuadrado
de AE es mayor que [el de EB] en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con
ella (AE), el cuadrado de rz sera también mayor que el de za en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (rz) [X 14]. Ahora bien, si AE es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta, también rz. y si BE (lo es), también Az
[X 12], pero si no lo es ninguna de las (rectas) AE, EB tampoco lo sera ninguna de las
(rectas) 1z, za [X 13].

Por consiguiente, T'A es apdtoma y del mismo orden que AB. Q. E. D.

Prorosicion 104

Una recta conmensurable con una apotoma de una medial es apotoma de una
medial y del mismo orden.

Sea, pues, AB una apotoma de una medial, y sea 'A conmensurable en longitud
con AB; digo que T'A es también apdtoma de una medial y del mismo orden que AB.
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Pues como AB es una apotoma de una medial, sea EB la adjunta. Entonces AE, EB
son (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado [X 74, 75]. Y hdgase de forma
que, como AB es aT'A, asi BE a Az [VI 12]; entonces AE es también conmensurable con
rzyBEcon Az [V 12y X 11]. Pero AE, EB son (rectas) mediales conmensurables s6lo
en cuadrado; entonces 'z, ZA son también rectas mediales [X 23] conmensurables s6lo
en cuadrado [X 13]; luego ra es apdtoma de una medial [X 74, 75].

Digo ahora que es también del mismo orden que AB.

Pues, como AE es a EB, asi I'Z a zA, entonces, como el (cuadrado) de AE es al
(rectangulo comprendido) por AE, EB, asi el (cuadrado) de rz al (rectdngulo
comprendido) por 1z, ZA. Pero el (cuadrado) de AE es conmensurable con el de rz;
luego el (rectangulo comprendido) por AE, EB es también conmensurable con el
(rectangulo comprendido) por 1z, za [V 6 y X 11], Pues bien, si el (rectdngulo
comprendido) por AE, EB es expresable, el (rectangulo comprendido) por 1z, za sera
también expresable [X Def. 4], si el (rectdngulo comprendido) por AE, EB es medial,
el (rectangulo comprendido) por 1z, zA es también medial [X 23 Por.].

Por consiguiente, r'A es una apotoma de una medial y del mismo orden que AB.
Q. E.D.

Prorosicion 105

Una (recta) conmensurable con una (recta) «menory es «menory.



Sea, pues, AB la recta «menor» y I'A conmensurable con ella.

Digo que I'A es «menor.

Pues hagase lo mismo (que antes); y como AE, EB son inconmensurables en
cuadrado [X 76], entonces I'z, ZA son también inconmensurables en cuadrado [X 13].
Pues bien, dado que, como AE es a EB, asi I'A a za [VI 12 y V 16], entonces, como
el (cuadrado) de AE es al de EB, asi también el (cuadrado) de rz al de za [VI 22],
Luego, por composicidon, como los (cuarados) de AE, EB son al (cuadrado) de EB, asi
los (cuadrados) de 1z, za al (cuadrado) de zA [V 18]; pero el (cuadrado) de BE es
conmensurable con el de Az; entonces la suma de los cuadrados de AE, EB es
conmensurable con la suma de los cuadrados de rz, zA [V 16 y X 11]. Pero la suma
de los cuadrados de AE, EB es expresable [ X 76], asi pues, la suma de los cuadrados de
rz, zA es también expresable [X Def. 4]. Puesto que, a su vez, como el (cuadrado) de
AE es al (rectangulo comprendido) por AE, EB, asi el (cuadrado) de Az al (rectangulo
comprendido) por 1z, zA, mientras que el (cuadrado) de AE es conmensurable con el
cuadrado de 1z, entonces, el (rectdngulo comprendido) por AE, EB es también
conmensurable con el (rectdngulo comprendido) por 1z, zA. Pero el (rectdngulo
comprendido) por AE, EB es medial [X 76]; entonces el (rectangulo comprendido) por
rz, zA es también medial [X 23 Por.]; luego rz, zA son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable y el (rectdngulo
comprendido) por ellas medial.

—A T

Por consiguiente, T'A es «menor». Q. E. D.



Prorosicion 106

Una (recta) conmensurable con la (recta) que hace con un (area) expresable un
(area) entera medial es también una (recta) que hace con un (darea) expresable un
(area) entera medial.

Sea AB la que hace con un (&rea) expresable un (4rea) entera medial y ra
conmensurable con ella.

~A T

1z

Digo que ra es también una (recta) que hace con un (area) expresable un (area)
entera medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de AE, EB medial y el (rectangulo
comprendido) por ellas expresable [X 77]. Sigase la misma construccion (que antes).
Demostrariamos de manera semejante a los (teoremas) anteriores que Iz, ZA guardan
la misma razén que AE, EB y la suma de los cuadrados de AE, EB es conmensurable con
la suma de los cuadrados de 1z, za y el (rectangulo comprendido) por AE, EB con el
(rectangulo comprendido) por 1z, zA; de modo que 1z, zA son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de 1z, za medial
y el (rectangulo comprendido) por ellas expresable.



Por consiguiente, T'A es una (recta) que hace con un (&rea) expresable un (area)
entera medial [X 77], Q. E. D.

Prorosicion 107

Una (recta) conmensurable con la que hace con un (drea) medial un (area) entera
medial es también ella misma una (recta) que hace con un (area) medial un (area)
entera medial.

Sea AB una (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial y sea
I'A conmensurable con AB.

Digo que 1A es también una (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera
medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB, y sigase la misma construccidn; entonces AE, EB son
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial
y el (rectdngulo comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de sus
cuadrados inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por ellas [X 78]. Ahora
bien, segun se ha demostrado, AE, EB son conmensurables con Iz, zA, y la suma de
los cuadrados de AE, EB con la suma de los cuadrados de 1z, zA, y el (rectdngulo
comprendido) por AE, EB con el (rectdngulo comprendido) por 1z, zA; entonces Iz,
zA son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados
medial y el (rectangulo comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de
sus cuadrados inconmensurable con el (rectdngulo comprendido) por ellas.
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Por consiguiente, T'A es una (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera
medial [X 78]. Q. E. D.

Prorosicion 108

Si de un (area) expresable se quita un (area) medial, el lado del cuadrado
equivalente al area restante es una de estas dos (rectas) no expresables: o bien una
apotoma o bien una «menory.

Quitese, pues, del (area) expresable BI el (area) medial BA.
Digo que el lado del cuadrado equivalente al area restante EI' es una de estas dos
(rectas) no expresables; o bien una ap6toma o bien una «menon.
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Pues pongase la (recta) expresable zH, y apliquese a zH el paralelogramo
rectangulo He igual a BT, y quitese el (paralelogramo) HK igual a AB; entonces el (area)
restante ET es igual a A®. Pues bien, como BI es expresable, mientras que BA es medial,
y BI' es igual a HO®, mientras que BA es (igual) a HK, entonces HO es expresable y
HK medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable zH; luego ze es expresable y
conmensurable en longitud con zH [X 20]; y zK es expresable e inconmensurable en
longitud con zH [X 22]; por tanto, ze es inconmensurable en longitud con zk [X 13].
Entonces 7o, zK son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; luego ke
es una apdtoma [X 73], y Kz la adjunta a ella. Entonces el cuadrado de ©z es mayor
que el de zK en el (cuadrado) de una (recta) o conmensurable con (©2) o no.

Sea, en primer lugar, su cuadrado mayor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable. Ahora bien, la (recta) entera ©z es conmensurable en longitud con la
(recta) expresable propuesta zH; luego Ko es una primera apotoma [X Ter. Def. 1].
Pero el lado del cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por una (recta)



expresable y una primera apotoma, es una apoétoma [X 91]. Luego el lado del cuadrado
equivalente a A®, es decir a EI', es una apotoma.

Pero si el cuadrado de @z es mayor que el de zK en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (0z) y la (recta) entera ze es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta zZH, K@ es una cuarta apotoma [X Ter. def. 4]. Y el
lado del cuadrado equivalente al (rectingulo comprendido) por una (recta) expresable
y una cuarta apotoma es una (recta) «menor» [X 92]. Q. E. D.

Prorosicion 109

Si se quita de un (drea) medial un (area) expresable, resultan otras dos rectas
no expresables: o bien la primera apotoma de una medial, o bien la que hace con un
(drea) expresable un (area) entera medial.

Quitese, pues, del (area) medial BT el (area) expresable BA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) restante Er’ es una de estas dos
(rectas) no expresables, o bien la primera apétoma de una medial, o bien la que hace
con un (area) expresable un (area) entera medial.
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Pues bien, pongase la (recta) expresable zH y apliquense las areas de manera
semejante (a los teoremas precedentes). Ahora, en consecuencia, Ze es expresable e
inconmensurable en longitud con zZH, mientras que Kz es expresable y conmensurable
en longitud con zH; entonces 70, ZK son (rectas) expresabas conmensurables s6lo en
cuadrado [X 13], luego Ko es una apotoma y zK la adjunta a ella [X 73]. Asi pues, el
cuadrado de ©z es mayor que el de zk o bien en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con (6z) o bien en el de una inconmensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de ©z es mayor que el de zK en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (6z), y la adjunta a ella, zK, es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta zH, K@ es una segunda apdtoma [X Ter.
Def. 2]. Pero zH es expresable; de modo que el lado del cuadrado equivalente al (area)
A®, es decir a ET, es la primera apotoma de una medial [X 92].

Pero si el cuadrado de @z es mayor que el de zK en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable, y la (recta) adjunta zK es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta zH, K@ es una quinta apotoma [X Ter, Def. 5]; de modo que el



lado del cuadrado equivalente a Er es la (recta) que hace con un (area) expresable un
(area) entera medial [X 95] Q. E. D.

Prorosicion 110

Si se quita de un (drea) medial otra (area) medial inconmensurable con el (area)
entera, resultan las dos (rectas) no expresables restantes: o bien la segunda apotoma
de una medial o bien la que hace con un (area) medial un (area) entera medial.

Quitese, pues, como en las construcciones anteriores, del (area) medial Br, el
(area) medial BA inconmensurable con el (area) entera.

Z K

A A [ H A

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Er es una de estas dos (rectas)
no expresables, o bien la segunda apétoma de una medial, o bien la que hace con un
(area) medial un (area) entera medial.

Pues como cada una de las (areas) BI, BA es medial, y BI' es inconmensurable
con BA, en consecuencia, cada una de las dos (rectas) ze, zZK sera expresable e
inconmensurable en longitud con zH [X 22]. Y puesto que BI' es inconmensurable con
BA, es decir H® con HK, ©Z es también inconmensurable con zk [VI 1 y X 11]; luego



70, ZK son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; por tanto, Ke es
una apotoma [X 73].

Ahora bien, si el cuadrado de ze es mayor que el de zK en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (z@) y ninguna de las (rectas) ze, zK es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta zH, K@ es una tercera apdtoma [X
Ter. Def. 3]. Pero KA es expresable, y el (rectdngulo comprendido) por una (recta)
expresable y una tercera apdtoma no es expresable, y el lado del cuadrado equivalente
a ¢l tampoco es expresable y se llama segunda apotoma de una medial [X 93]; de
modo que el lado del cuadrado equivalente a A®, es decir a Er’, es una segunda apotoma
de una medial.

Pero si el cuadrado de ze es mayor que el de zK en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (ze) y ninguna de las (rectas) ©z, zK es conmensurable en
longitud con zH, Ke es una sexta apotoma [X Ter. Def. 6]. Pero el lado del cuadrado
equivalente al (rectangulo comprendido) por una (recta) expresable y una sexta
apdtoma es la (recta) que hace con un (4rea) medial un (&rea) entera medial [X 96].

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente a A®, es decir a Er, es una
(recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial. Q. E. D.

Prorosicion 111

La apotoma no es la misma que la binomial.

Sea AB una apdtoma.

Digo que AB no es la misma que una binomial.

Pues, si es posible s€alo. Pongase la (recta) expresable Ar, y apliquese a ra el
rectangulo r'E igual al (cuadrado) de AB produciendo la anchura AE. Pues bien, como AB
es una apdtoma, AE es una primera apotoma [X 97], Sea Ez la adjunta a ella; entonces
AZ, ZE son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y el cuadrado de Az
es mayor que el de zZE en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (Az), y
Az es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta Al [X Ter. Def.
1]. Como, a su vez, AB es una binomial, entonces AE es una primera binomial [X 60].
Dividase en sus términos por el punto H, y sea AH el término mayor; entonces AH,
HE son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado y el (cuadrado) de AH
es mayor que el de HE en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (AH),
mientras que el (término) mayor AH es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta AT [X Seg. Def. 1]. Luego Az es conmensurable en longitud con
AH [X 12]; por tanto, la (recta) restante HZ es también conmensurable en longitud con
Az [X 15]. Pero Az es inconmensurable en longitud con Ez; entonces ZH es también
inconmensurable en longitud con Ez [X 13]. Luego Hz, ZE son (rectas) expresabas
conmensurables solo en cuadrado; por tanto EH es una apotoma [X 73]. Pero también
es expresable; lo cual es imposible.
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Por consiguiente, la ap6toma no es la misma que la binomial. Q. E. D.

La apdtoma y las (rectas) no expresables subsiguientes no son las mismas que la
medial ni entre si.

Pues el cuadrado de una medial, aplicado a una recta expresable, produce como
anchura una (recta) expresable inconmensurable en longitud con aquella a la que se
ha aplicado [X 22], mientras que el cuadrado de una ap6toma, aplicado a una recta
expresable, produce como anchura una primera apdtoma [X 97], y el (cuadrado) de
la primera apotoma de una medial, aplicado a una (recta) expresable, produce como
anchura una segunda apdtoma [X 98], mientras que el (cuadrado) de la segunda
apdtoma de una medial, aplicado a una (recta) expresable produce como anchura una
tercera apotoma [X 99]; pero el (cuadrado) de una «menor», aplicado a una (recta)
expresable, produce como anchura una cuarta apdtoma [X 100]; y el cuadrado de
la que hace con un (4rea) expresable un (area) entera medial, aplicado a una (recta)



expresable, produce como anchura una quinta apdtoma [X 101], mientras que el
cuadrado de la que hace con un (area) medial un (area) entera medial, aplicado a una
(recta) expresable, produce como anchura una sexta apétoma [X 102].

Pues bien, puesto que las antedichas anchuras difieren de la primera y entre si,
de la primera porque es expresable y entre si porque no son del mismo orden, es
evidente que también las propias (rectas) no expresables difieren entre si. Y como
se ha demostrado que la ap6toma no es la misma que la binomial [X 111], sino que,
aplicadas a una recta expresable, las subsiguientes a la apoétoma producen como
anchuras apotomas, cada una de acuerdo con su orden, mientras que las subsiguientes
a la binomial (producen) como anchuras binomiales de acuerdo con su propio orden,
entonces, las subsiguientes a la apotoma son diferentes y las subsiguientes a la
binomial son diferentes, de modo que hay en la serie trece rectas no expresables en
total:

Medial.

Binomial.

Primera bimedial.

Segunda bimedial.

«Mayor».

Lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial.
Lado del cuadrado equivalente a dos (4reas) mediales.
Apodtoma.

Primera apdtoma de una medial.

Segunda apotoma de una medial.

«Menory.

La que hace con un (drea) expresable un (area) entera medial.
La que hace con un (area) medial un (area) entera medial.

[ProPOSICION 11242

El cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una binomial produce como
anchura una apotoma cuyos términos son conmensurables con los términos de la
binomial y ademas guardan la misma razon y la apotoma resultante es del mismo
orden que la binomial.

Sea A la (recta) expresable y Br la binomial cuyo término mayor es AT, y sea el
(rectangulo comprendido) por BT, EZ igual al (cuadrado) de A.

Digo que Ez es una apdtoma cuyos términos son conmensurables con T'A, AB y
guardan la misma razén y ademas Ez es del mismo orden que BI.
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Pues sea a su vez el (rectdngulo comprendido) por BA, H igual al (cuadrado) de A.
Pues bien, puesto que el (rectangulo comprendido) por Br, EZ es igual al (rectangulo
comprendido) por BA, H, entonces, como I'B es a BA, asi H a EZ [VI 16]. Pero B es
mayor que BA; entonces H es mayor que Ez [VI 16, V 14]. Sea Eo igual a H; entonces,
como I'B es a BA, asi ©F a EZ; luego, por separacion, como I'A es a BA, asieza ze [V 17].
Y hagase de forma que como 6z es a ZE, asi ZK a KE; entonces la (recta) entera oK es
a la (recta) entera Kz, como ZK es a KE, porque como uno de los antecedentes es a uno
de los consecuentes, asi todos los antecedentes a todos los consecuentes [V 12]. Pero
como ZK es a KE, asi'a a AB [V 11]; entonces, como @K es a Kz, asi también I'A es a AB
[1d.]. Pero el (cuadrado) de ra es conmensurable con el (cuadrado) de AB [X 36]; luego
el (cuadrado) de oK es también conmensurable con el (cuadrado) de kz [VI22; X 11].
Ahora bien, como el cuadrado de oK es al (cuadrado) de Kz, asi @K a KE, puesto que las
tres (rectas) ©K, Kz, KE son proporcionales [V Def. 9]. Por tanto, ek es conmensurable
en longitud con KE; de modo que ©E es también conmensurable en longitud con EK
[X 15]. Y puesto que el cuadrado de A es igual al (rectangulo comprendido) por Ee,
BA, y el cuadrado de A es expresable, entonces el (rectangulo comprendido) por Ee,
BA es también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable BA; entonces E© es
una (recta) expresable conmensurable en longitud con BA [X 20], de modo que EK,
al ser conmensurable con ella, es también expresable y conmensurable en longitud
con BA. Pues bien, dado que, como T'A es a AB, asi ZK a KE, mientras que T'A, AB son
conmensurables solo en cuadrado, zK, KE son también conmensurables sélo en
cuadrado [X 11]. Pero KE es expresable, luego zK es también expresable. Por tanto,
ZK, KE son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Asi pues, EZ es una
apdtoma [X 73].

Ahora bien, el cuadrado de rA es mayor que el de AB en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con (TA) o en el de una inconmensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de ra es mayor que el de AB en el cuadrado de una (recta)
conmensurable, también el cuadrado de zK es mayor que el de KE en el (cuadrado) de
una (recta) conmensurable con ella (zK) [X 14]. Y si A es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta, también zK lo es [X 11 y 12], pero si lo es Ba,



también KE [X 12]; y si no lo es ninguna de las dos (rectas) ra, AB, tampoco (lo sera)
ninguna de las dos (rectas) zK, KE.

Ahora bien, si el cuadrado de rA es mayor que el de AB en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (ra), también el cuadrado de zK sera mayor que el
de KE en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (zk) [X 14]. Y sirA
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, también zK lo es;
pero si lo es BA, también KE, y si ninguna de las dos (rectas) ra, AB lo es, tampoco lo
sera ninguna de las (rectas) zK, KE; de modo que ZE es una apotoma cuyos términos
ZK, KE son conmensurables con los términos I'A, AB de la binomial y guardan la misma
razon; y (zE) es del mismo orden que BI. Q. E. D.

Prorosicion 113

El cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una apotoma, produce como
anchura una (recta) binomial cuyos términos son conmensurables con los términos
de la apotoma y guardan la misma razon, y ademas la binomial resultante es del
mismo orden que la apotoma.

Sea, pues, A la recta expresable y BA la apdtoma, y sea el (rectangulo
comprendido) por BA, Ko igual al (cuadrado) de A, de modo que el (cuadrado) de la
(recta) expresable A, aplicado a la apotoma BA produce la anchura Ke.
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Digo que K@ es una binomial cuyos términos son conmensurables con los
términos de BA y guardan la misma razén, y ademas Ko es del mismo orden que BA.

Pues sea Ar la (recta) adjunta a BA; entonces BI, TA son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado [X 73]. Y sea el (rectangulo comprendido) por BI, H
igual al (cuadrado) de A. Pero el (cuadrado) de A es expresable; entonces el (rectangulo
comprendido) por BI', H es también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable
BI; luego H es expresable y conmensurable en longitud con Br [X 20]. Pues bien,
como el (rectangulo comprendido) por BT, H es igual al (rectangulo comprendido) por
BA, K@, entonces, proporcionalmente, como I'B es a BA, asi K@ a H [VI 16]. Pero Br
€s mayor que BA, entonces Ko es mayor que H [VI 16 y V 14]. Hagase KE igual a H;
entonces KE es conmensurable en longitud con Br. Ahora bien, dado que como I'B es
a BA, asi ©K a KE, entonces, por conversion, como BT’ €s a I'A, asi Ko a @€ [V 19 Por.].
Hagase de forma que como Ko es a ©E, asi ©z a ZE; entonces la (recta) restante Kz es
a Z6 como KO es a @F, es decir, como Br araA [V 19]. Pero BI, T'A son conmensurables
solo en cuadrado [X 11]. Luego también Kz, z@ son conmensurables s6lo en cuadrado.
Y dado que, como K© es a ©E, KZ es a Zo, mientras que, como Ko es a Ok, ©Z a ZE,
entonces, como Kz es a zo, 0z a ZE [V 11]; de modo que también como la primera
es a la tercera, el (cuadrado) de la primera es al (cuadrado) de la segunda [V Def. 9];



luego también, como Kz es a ZE, asi el (cuadrado) de kz al (cuadrado) de ze. Pero
el (cuadrado) de Kz es conmensurable con el (cuadrado) de ze, porque Kz, Z6 son
conmensurables en cuadrado; entonces Kz es también conmensurable en longitud con
ZE [X 11]; de modo que Kz es también conmensurable en longitud con KE [X 15].
Pero KE es expresable y conmensurable en longitud con BI'; entonces, Kz también sera
expresable y conmensurable en longitud con Br [X 12]. Y puesto que, como BT es
a r'A, asi Kz a ze, por alternancia, como BI' es a Kz, asi AT a ze [V 16]. Pero BI es
conmensurable con Kz; asi pues, z@ es conmensurable en longitud con ra [X 11].
Pero Br, I'A son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; luego Kz, zo
son (rectas) expresables [X Def. 3] conmensurables solo en cuadrado; por tanto K@
es binomial.

Pues bien, si el cuadrado de B es mayor que el de ra en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (Br), también el (cuadrado) de Kz sera mayor que el
de zo en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (kz) [X 14]. Y si BI es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, también Kz lo sera,
pero siTA es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, también ze (lo sera),
y si ninguna de las (rectas) BT, I'A lo es, ninguna de las (rectas) Kz, ze (lo serd).

Ahora bien, si el cuadrado de Br es mayor que el de ra en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (Br), el (cuadrado) de Kz sera también mayor que
el de ze en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (kz) [X 14]. Y si
BI' es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, Kz también (lo
sera), pero si lo es r'A, ze también (lo serd), y si ninguna de las (rectas) Br, T'A (lo es),
ninguna de las (rectas) Kz, zo lo sera.

Por consiguiente, Ko es una binomial cuyos términos Kz, zé son conmensurables
con los términos BI, T'A de la ap6toma, y guardan la misma razoén y ademas ke es del
mismo orden que Br. Q. E. D.

Prorosicion 114

Si un area esta comprendida por una apotoma y una binomial cuyos términos
son conmensurables con los términos de la apotoma y guardan la misma razon, el
lado del cuadrado equivalente al area es expresable.

Sea, pues, comprendida el area AB, T'A por la apétoma AB y la binomial ra cuyo
término mayor sea I'E, y sean los términos de la binomial TE, EA conmensurables con
los términos de la ap6toma Az, zB y guarden la misma razon, y sea H el lado del
cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por AB, TA.

Digo que H es expresable.

Pues pongase la (recta) expresable ©, y apliquese a r'a un (paralelogramo) igual
al (cuadrado) de e produciendo la anchura KA; entonces KA es una apdtoma; sean sus
términos KM, MA conmensurables con los términos T'E, EA de la binomial y guarden la
misma razon [X 112]. Pero I'E, EA son también conmensurables con Az, ZB y guardan
la misma razén. Entonces, como AZ es a ZB, asi KM a MA. Luego, por alternancia, como



AZ es a KM, asi BZ a AM; por tanto, la (recta) restante AB es a la (recta) restante KA
como Az es akM [V 19].
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Pero Az es conmensurable con KM [ X 12]; entonces AB es también conmensurable
con KA [X 11].

Ahora bien, como AB es a KA, asi el (rectangulo comprendido) por ra, AB al
(rectangulo comprendido) por A, KA [VI 1]. Luego el (rectangulo comprendido) por
T'A, AB es conmensurable también con el (rectangulo comprendido) por ra, KA [X 11].

Pero el (rectangulo comprendido) por A, KA es igual al (cuadrado) de ©; asi pues,
el (rectdngulo comprendido) por T'A, AB es conmensurable con el (cuadrado) de o.
Pero el (rectangulo comprendido) por rA, AB es igual al (cuadrado) de H; entonces el
(cuadrado) de H es conmensurable con el (cuadrado) de e. Pero el (cuadrado) de @ es
expresable, luego el cuadrado de H es expresable. Por tanto, H es expresable. Y es el
lado del cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por ra, AB.

Por consiguiente, si un area estd comprendida por una apdtoma y una binomial
cuyos términos son conmensurables con los términos de la apdtoma y guardan la
misma razon, el lado del cuadrado equivalente al area es expresable.

Porisma:

Y por eso también nos queda claro lo siguiente: que es posible que un area
expresable esté¢ comprendida por rectas no expresables. Q. E. D.

Prorosicion 115



A partir de una (recta) medial se produce un numero infinito de (rectas) no
expresables y ninguna de ellas es la misma que ninguna de sus predecesoras.

Sea, pues, A una (recta) medial.

Digo que, a partir de A se produce un nimero infinito de rectas no expresables y
que ninguna de ellas es la misma que una de sus predecesoras.

Pues pongase la (recta) expresable B, y sea el cuadrado de 1 igual al (rectangulo
comprendido) por B, A; entonces I' no es expresable [X Def. 4]; porque un (area)
comprendida por una (recta) expresable y una (recta) no expresable es un (area) no
expresable [Deduc. de X 20]. Y no es la misma que ninguna de sus predecesoras
porque ninguno de los cuadrados de las predecesoras aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura una (recta) medial. Sea, a su vez, el (cuadrado) de A igual
al (rectangulo comprendido) por B, T'; entonces el (cuadrado) de A no es expresable
[Deduc. de X 20]. Luego A es una (recta) no expresable [X Def. 4]; y no es la misma
que ninguna de sus predecesoras, porque ninguno de los cuadrados de las predecesoras
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura r. De manera semejante,
entonces, avanzando en la serie ad infinitum queda claro que, a partir de una (recta)
medial se produce un nimero infinito de (rectas) no expresables y ninguna es la misma
que una de sus predecesoras. Q. E.D.]
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1 Traduzco por «conmensurables en cuadrado» la expresion dyndmei symmetroi. El término dynamis corre
la misma suerte que otras muchas expresiones matematicas griegas: ademas de la riqueza de sentidos con que
cuenta en el uso ordinario, adquiere diversos significados especificos en distintos contextos especializados. Su
sentido caracteristico en matematicas suele ser el que corresponde a la operacion o resultado de elevar a la segunda
potencia, al cuadrado. Este sentido, cuyo paradigma es el cuadrado construido sobre una recta dada, es el pertinente
en los Elementos. Cuando aqui se habla de magnitudes conmensurables en cuadrado, las razones consideradas
median no entre las magnitudes nombradas sino entre las magnitudes que se derivan de ellas por esa operacion.
Para comparar, e. g., dos lineas «en cuadrado», Euclides considera las razones de los cuadrados construidos sobre
las lineas en cuestion.

Por otro lado, segiin haréd notar un porisma de la proposicion X, 9 (infra), todas las rectas conmensurables
en longitud (mé kei) son conmensurables en cuadrado; pero no todas las rectas conmensurables en cuadrado, lo
son en longitud. Para sefialar este segundo caso, Euclides emplea la expresion «conmensurables sdlo en cuadrado
(symmetroi dynamei monon)». Resultan, en suma, estas relaciones: si las magnitudes consideradas (unas rectas
dadas) son conmensurables en longitud, también lo son en cuadrado; por tanto, si son inconmensurables en
cuadrado, también lo son en longitud; ahora bien, no valen las respectivas conversas, de modo que pueden ser
conmensurables en cuadrado, pero no en longitud, y por ende inconmensurables en longitud, pero no en cuadrado.

2 Las expresiones «racionalmente expresable» y «no racionalmente expresable» traducen respectivamente
rhétos y alogos. Una version mas literal como «expresable (rhétos)» y «sin razon (alogos)» no trasluce el papel
de estos términos como antdnimos en el presente contexto matematico. Por ende parece mas indicada una version
del tenor de «con razén expresable» / «sin razon expresabley; las expresiones aqui empleadas son una variante
preferible por motivos simplemente estilisticos. Con todo, esta version es un tanto insélita y desafia los usos y
costumbres vigentes en la tradicion que los vierte por «racional» e «irracional», sin mas. Mi version responde a
estos motivos: (1) Trato de evitar las connotaciones habituales en nuestro par «racional / irracional», que llevan
a pensar en numeros y a dar, subrepticiamente, un sesgo aritmético al libro X. (2) A esta indebida aritmetizacion
se afiade la circunstancia de que «racionalmente expresable (rhétds)» cobra en Euclides un sentido mas amplio
que nuestro «racional» y, por correspondencia, el sentido de «no racionalmente expresable (dlogos)» deviene
mas restringido que «irracional»: solo carecen de razon expresable las rectas que resultan inconmensurables tanto
en longitud como en cuadrado con una recta designada —implicitamente por lo regular— como referencia o
parametro de «expresabilidad racional». (3) Aunque no han faltado intentos de reducir el complejo libro X a un
lenguaje algebraico mas familiar, la interpretacion mas congruente con el planteamiento de los Elementos es la
que mantiene su caracter irreduciblemente geométrico. Asi que tampoco por esta via reductiva parece aconsejable
la version tradicional: «racional», «irracional». Solo cabria, en suma, servirse de estos términos como de una
especie de abreviaturas dentro del marco de los supuestos (1)-(3) y sin perder de vista que la matematica griega
clasica carece de nuestro concepto de nimero real, de modo que no comparte nuestro contexto habitual de uso de
los términos «racional» e «irracional» en matematicas.

Este punto guarda relacion con el problema general de la interpretacion del libro X, que arrastra desde Simon
Stevin (1585) el apelativo de «cruz de los matematicosy» —sobre el sentido que puede tener aun esta denominacion,
cf. «Introduccidn general» en el primer tomo, Elementos. Libros I-1V, pags. 88-89—. Dada la complicada y oscura
organizacion del libro, no faltan propuestas sobre su motivacion y su sentido. Por ejemplo, segin B. L. VAN DER
WAERDEN (Science Awakening, Nueva York, 1963, edic. rev.), el libro responde al problema de determinar
cuando la raiz de ciertas lineas irracionales es un irracional del mismo tipo (pags. 168-172), y sigue una linea
puramente algebraica de pensamiento (pag. 178). Segun I. MUELLER (Philosophy of Mathematics...., op. cit. en
la «Introduccion generaly, pag. 184), el libro carece de una motivacion intuitiva clara y parece dedicado a elaborar
una clasificacion de lineas irracionales en respuesta al problema de la construccion del icosaedro en XIII, 16. C. M.
TAISBAK (Coloured Quadrangles, citado en «Introduccion general», nota 27, pags. 88-89), el libro X se centra en
el estudio de las relaciones entre los lados y diagonales del decagono, el hexdgono y el pentagono regulares con el
diametro del circulo circunscrito, conforme a un determinado patron de conmensurabilidad/inconmensurabilidad.
Esta interpretacion es sostenida por D. H. FOWLER (The Mathematics of Plato’s Academy, cit. ibidem; «An
Invitation to Read Book X of Euclid’s Elements», Historia Mathematica 19 (1992), 233-264). En una linea similar
se mueve la interpretacion de W. R. KNORR («La croix des mathématiciens...», cit. ibidem). aunque tiende a
marcar el acento sobre el caso del pentagono regular. En todo caso, creo que la lectura geométrica en la que
convienen Taisbak, Fowler y Knorr es la que mejor cuadra con el planteamiento del libro y con su lugar de
encrucijada en los Elementos. Por lo demas, en los trabajos citados hay cuadros y esquemas de las diversas
clasificaciones de rectas con o sin razon expresable, que resumen los resultados del libro y que no puedo recoger
aqui.



3 Un érea resulta «racionalmente expresable» o «no racionalmente expresable» segiin sea conmensurable
o0 no con el cuadrado de una recta predeterminada como expresable. La misma condicion se extiende bien a sus
lados, si el area en cuestion es un cuadrado, o bien a los lados de un cuadrado de area igual, si se trata de otra figura.

Vierto hai dyndamenai como «las rectas que los producen». Dynaméne suele traducirse por «raiz cuadraday,
pero esta version incurre en el sesgo aritmético ya denunciado. Asi que prefiero mantener la referencia al lado
(base) del cuadrado producido. Sobre la expresion tetragona anagrdaphousai («rectas que construyen cuadrados»),
cf. nota 61 del libro I en Elementos. Libros I-1V, pag. 259.

4 Este teorema reviste especial importancia aunque apenas preste servicio hasta las proposiciones del libro
XII que emplean el llamado «método de exhausciény». Su situacion aqui puede justificarse como paso previo a X,
2, donde se muestra el procedimiento para determinar si dos magnitudes son conmensurables o inconmensurables.
El relieve de X, 1 descansa en su papel como principio basico del método ya mencionado de «exhausciony». Se
asemeja a la quinta asuncion de Arquimedes en Sobre la esfera y el cilindro y recuerda asi mismo un lema del
propio Arquimedes en La cuadratura de la pardbola. Reza el lema: «El exceso de la mayor de dos areas desiguales
sobre la menor (es una magnitud que) puede sobrepasar, si es anadida a si misma (cuantas veces se requiera),
cualquier area finita dada». Y a rengléon seguido dice Arquimedes que los gedmetras anteriores no dejaron de
apelar a este lema, pues fue a través de ¢l como establecieron que los circulos guardan entre si la razén de los
cuadrados de sus diametros (XII 2), las esferas guardan entre si la razén de los cubos de sus didmetros (XII 18),
toda pirdmide es equivalente a la tercera parte de un prisma con la misma base y altura (XII 7) y todo cono es
equivalente a la tercera parte de un cilindro con la misma base y altura (XII 10) —cf. La cuadratura de la pardbola,
prefacio a Dositeo, edic. CH. MUGLER, Paris, 1971; t. II, 165.6-18—. Esa referencia al uso anterior del lema
halla confirmacion en algunas alusiones de ARISTOTELES en anélogo sentido (Fisica, 266b2, 207b10). Todo
ello apunta a Eudoxo: es probable que un supuesto similar a X 1 ya hubiera obrado en algunos de esos resultados
de Eudoxo recogidos por Euclides en el libro XII. Pero un supuesto similar no es el mismo supuesto. La asuncion
y el lema de Arquimedes, a quien suele suponerse mas respetuoso con Eudoxo que con el propio Euclides, hacen
referencia a la adicion, mientras que Euclides se atiene a la sustraccion, en la perspectiva del algoritmo antifairético
de sustraccion reciproca, y prefiere operar —al menos en principio— en términos de bisecciones. Sobre este
algoritmo recuérdense las proposiciones 2, 3 del libro VIIIL.

3 X 2 muestra uno de los usos mas metédicos —digamos— que operativos del procedimiento antifairético,
i. e., suuso como criterio de conmensura-bilidad/inconmensurablidad. Conforme a este criterio, dos magnitudes
son conmensurables si y s6lo si cabe determinar efectivamente, por el procedimiento antifairético, la existencia
de medida comun. Por ende, siempre que la serie de sustracciones reciprocas proceda indefinidamente sin llegar
a un resultado efectivo, tendremos una sefial de que las magnitudes en cuestion son inconmensurables. En otras
palabras, la efectividad o la no efectividad del algoritmo antifairético es una condicion que determina
respectivamente la conmensurabilidad o la inconmensurabilidad.

6 X 3 aplica a las magnitudes el procedimiento empleado en VII 2 para los ntimeros. Sobre la proyeccion
histérica y las modernas aplicaciones de este al goritmo euclideo, cf. J. L. CHABERT et alii, Histoire
d’algorithmes, Paris, 1993 cap. 4, pags. 129-158.

7 Esta proposicion, al igual que la anterior con VII 2, coincide literalmente con VII 3, sustituyendo nimero
por magnitud.

8 1a prueba descansa, en parte, sobre la nocién de proporcién prevista para los nimeros y en el supuesto
tacito de que los términos que sean proporcionales en el sentido de la def. 20 del libro VII, también lo seran
en el sentido generalizado de la def. 5 del libro V. Euclides, después de dar dos caracterizaciones autébnomas
y separadas de la proporcionalidad, una para las magnitudes en el libro V y otra para los niimeros en el libro
VII, viene a suponer que las segundas pueden considerarse un caso particular de las primeras. De una relacion
similar entre magnitudes y niimeros ya se habia hecho eco ARISTOTELES (4naliticos Segundos, 74al7, 75b4-
5). Pero esta correspondencia entre las magnitudes conmensurables y los nimeros no deja de resultar ahora un
tanto inesperada. Se ha llegado a decir que la falta de una correlacion expresa entre unas y otros, antes del libro X,
constituye probablemente la mayor laguna de los Elementos en cuestion de fundamentos (I. MUELLER, op. cit.,
pag. 138). SIMSON, por su parte, procura establecer esa correspondencia a partir de una proposicion C intercalada
en el libro V (vid. edic. cit., pags. 122 y 313-314).

9 T6 apo tés A eutheias, «la (figura construida) sobre la recta A».
10°Un escolio a esta proposicion (Schol. X, niim. 26) afirma que este teorema fue descubierto por Teeteto.

1 Heiberg atetiza cuatro parrafos situados a continuacion del porisma por considerarlos superfluos e
impropios del proceder habitual de Euclides. Un resumen del contenido de estos parrafos, no incluidos en el
presente texto, puede ser el siguiente:



Tras una especie de prueba o explicacion del porisma, se establece y explica que las rectas inconmensurables
en longitud no son necesariamente inconmensurables también en cuadrado y que, sin embargo, aquellas rectas
que son inconmensurables en cuadrado son siempre inconmensurables en longitud.

12 1 ema sospechoso. HEATH lo atetiza (edic. cit., 111, pag. 30). Sin embargo Heiberg lo mantiene pese a
sus reservas, algunas de las cuales hacen referencia a la proposicion siguiente. Cf. nota 13.

13 Existen serias objeciones para considerar genuino este teorema:

En primer lugar, depende de la siguiente proposicion X 11 para concluir que el cuadrado de A es
inconmensurable con el cuadrado de E; de modo que incurriria en la pretension irregular de probar un teorema
sobre la base de demostraciones posteriores.

Ademas la expresion emdthomen gar «pues lo hemos aprendido» no es propia de Euclides y revelaria la
mano de un estudiante (aunque esta expresion se halla en la Sectio Canonis euclidea empleada con referencia a
los Elementos).

Por ultimo, el manuscrito P, en su primera mano, tiene el nimero 10 al principio de X 11, de donde parece
desprenderse que inicialmente X 10 no tenia nimero.

Por todo ello, Heath considera espurios tanto el lema anterior como la proposicion X 10. Heiberg, si bien
no lo atetiza, declara en una nota a su traduccion (edic. cit., III, pag. 35) que resulta sospechoso y que a duras
penas se puede considerar de Euclides.

14 E] lema proporciona el método de hallar una recta c igual a \jazibz donde a y b son rectas dadas
de las que la mayor es a.

15 En aras de la claridad sustituyo por «primera» o «tercera» la palabra heauté del griego cuya traduccién
literal se prestaria a equivocos.

16 Como anota HEATH (edic. cit., III, pag. 41), si a es la recta dada y x el lado del cuadrado en el que
el rectangulo aplicado es deficiente, el rectangulo es igual a ax-x2, igual a su vez a x (a-x). El rectangulo puede
formularse como xy, donde x+y=a. Dada el area x (a-x) 6 xy (donde x+y=a), dos aplicaciones diferentes daran
rectangulos iguales a esa area; siendo los lados del defecto x 6 a-x (x 6 y) respectivamente; pero el segundo modo
de expresion muestra que los rectangulos no difieren en la forma sino en la posicion.

En lo que se refiere a la nocion de areas deficientes cf. nota 59 de Elementos I-1V, pag. 255.

17 Hz BT dra tés A meidson dynatai té AZ. Se utiliza dynatai aqui en el mismo sentido técnico que dyndmei
«en cuadrado» (cf. MUGLER, Dictionnaire..., pags. 148 ss.) o hé dynaméné «el lado del cuadrado equivalente
a». Este verbo se utiliza en contextos matematicos para significar la operacion de elevar al cuadrado.

18 A partir de aqui traduzco rhétds como «expresable» para abreviar la expresion «racionalmente expresablex»
que complicaria en exceso la lectura del texto en castellano.

B HEATH (op. cit., 11, pag. 47) suprime el lema por considerarlo superfluo y prolijo en exceso.

20HEATH (op. cit., 111, pag. 48) encuentra dificultades para admitir estas palabras pues sélo hay dos formas
de conmensurabilidad: conmensurabilidad en longitud, y por tanto en cuadrado, o s6lo en cuadrado, y cada una
excluye la otra. Por otra parte proeiréménon «antedichas» parece refefirse al lema anterior que considera
sospechoso. Por todo ello cree que la mejor solucion seria suprimir tanto el lema como las palabras citadas del
enunciado de X 19.

2L Cf. notas 2 y 3.

22 La recta medial recibe tal nombre por tratarse de la media proporcional entre dos rectas expresables
conmensurables s0lo en cuadrado. Se demuestra aqui que el rectangulo comprendido por ellas no es racionalmente
expresable. En el porisma a X 23 esta area se denomina «medialy.

23 Sja, b son dos rectas, a : b :: a® : ab.

24 En el porisma tenemos la primera mencion de un area medial. Se trata de un area igual al cuadrado de
una recta medial. Euclides no da una definicion explicita.

Por otra parte HEATH atetiza el Gltimo parrafo del porisma (cf. op. cit., 111, pag. 54 y nota 25).

25 El enunciado presenta la misma dificultad que X 19. Cf. nota 20. Heath decide suprimir las palabras «segun
alguna de las formas antedichas» asi como la parte del porisma anterior a la que debian referirse estas palabras.

26 A final de la proposicion suplo entre paréntesis las palabras (el cuadrado de T es mayor que el cuadrado
de A) sin las que el texto resultaria dificil de entender. Sigo la version latina de Heiberg.



27 Como en la proposicion anterior sigo la version latina de Heiberg entre paréntesis.

28 A partir de aqui comienza la denominacion, clasificacion y descripcion de propiedades de tipos de rectas
sin razon expresable producidas por la suma o diferencia de dos rectas expresables inconmensurables.

Segin FOWLER (art. cit.) el libro X sistematiza pequefios grupos de entre la infinidad de rectas sin razén
expresable posibles. Taisbak, por su parte, relaciona la denominacion, seleccion y clasificacion de estos tipos de
rectas con la motivacion subyacente, a su juicio, en el libro X de los Elementos, a saber: dar los pasos previos
necesarios para explicar el lado del pentagono regular y sus relaciones con el diametro del circulo y los lados del
hexagono y decagono regulares que seran expuestas en el libro XIII. Segiin esta teoria, el término «binomial»
responderia a que el diametro del circulo es la suma de dos lados de cuadrados que no pueden reducirse a uno
pero de los que puede hablarse por separado ek dyo onomaton, mientras que el lado del decdgono es la diferencia
(ap6toma) entre los mismos lados de cuadrados.

Las razones de estos nombres asi como de otras denominaciones aparentemente mas oscuras de tipos de
rectas «no expresables» que van surgiendo a lo largo del libro X («mayor», «menor», etc.) probablemente se
olvidaron, pero los nombres se mantuvieron junto con las definiciones de sus caracteristicas. No es de extrafiar que
los griegos, que estan fijando una terminologia especifica en sus usos de /6gos, dynamis, rhétos, etc., especialicen
términos como meidson o elasson para referirse a las rectas que se dividen de la misma manera que la diagonal y
el lado del pentagono regular, las rectas «mayor» y «menor» respectivamente.

29 Aparte de los dos bloques de seis tipos de rectas cada uno, que se agrupan bajo las denominaciones
«binomial» y «apdtomay y que seran definidos en las segundas y terceras definiciones respectivamente, aparece
en el libro X otra serie de rectas de las que no hay definiciones explicitas. Es el caso de la «primera bimedial»
y la «segunda bimedial».

Como explica FOWLER (art. cit., pag. 259) se trata de una clasificacion general que abarca trece tipos de
rectas, entre las que se contaria la primera bimedial, que no se vera expuesta con claridad hasta el final del libro
(X 111). En esta clasificacion general no se definen expresamente las rectas que la componen. Hay ademas una
subclasificacion de dos bloques de rectas «binomiales» y «apotomasy en seis tipos diferentes cada una que estan
explicitamente definidas bajo los rotulos «Segundas definiciones» y «Terceras definiciones» respectivamente.
Seglin Fowler, esta subclasificacion responde al mecanismo interno al libro X de hallar rectas sin razon expresable.

301 a «mayor» es otra de las rectas que pertenecen a la clasificacion que hemos llamado general y que no se
definen expresamente. Segiin Taisbak, su nombre obedece probablemente a que corresponde a la recta «mayor»
del pentagono regular que es la diagonal.

3L El «lado del cuadrado equivalente a un 4rea expresable mas un area medial» es la sexta recta sin razén
expresable que aparece en la clasificacion general.

32 En esta proposicion se nos muestra la séptima recta sin razén expresable de la clasificacion general: «lado
del cuadrado equivalente a la suma de dos areas medialesy.

33 En el lema aparece la expresion poiousén ta prokeimena eidé «dando lugar a los tipos propuestos». La
palabra eidé, por contar con un campo semantico tan amplio, resulta sumamente ambigua, la traduzco por
«tiposy (de rectas sin razon expresable). La expresion en su conjunto también podria significar aqui «cumpliendo
las condiciones propuestasy.

34 Tras los siete primeros tipos de rectas (medial, binomial, primera bimedial, segunda bimedial, mayor,
lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial y lado del cuadrado equivalente a la suma
de dos areas mediales) y sus propiedades, Euclides presenta en estas Segundas Definiciones una subclasificacion
de las binomiales en seis tipos diferentes. En las proposiciones 48-53 ensefia la forma de hallar cada una de ellas.

35 Un rectangulo es media proporcional de los cuadrados de sus lados.

36 Suplo entre paréntesis las aclaraciones «(es decir: BA, AH y BA, HE) son (pares de)...» que no aparecen en
el texto griego. Una traduccion literal podria dar la impresion de que dos cualesquiera de las tres rectas citadas son
conmensurables s6lo en cuadrado. Ahora bien, AH, HE son, de hecho, conmensurables en longitud y inicamente
las del otro par son conmensurables solo en cuadrado.

37 Heiberg atetiza este lema y considera que es poco verosimil que lo haya intercalado el propio Euclides
pues lo ha utilizado tacitamente en X 44.

38 Euclides continta ahora, dentro de la clasificacion general, con aquellas rectas que son producidas por la
diferencia de dos rectas expresables inconmensurables.

Taisbak relaciona el nombre de «apotomay con el lado del decagono regular, que resulta de la diferencia de
los mismos lados de cuadrados que, sumados, producen el diametro del circulo. Cf. nota 28.



39 Hasta las iltimas lineas de la proposicion no se prueba que AO, ON son inconmensurables en longitud.
Lo que debia haberse probado en el pasaje anterior es que los cuadrados de AO, ON son conmensurables, es
decir, que AO, ON son «conmensurables en cuadrado» no «soélo en cuadrado» como dice el texto. Teon parece
haber reparado en este punto al afladir «y conmensurables entre si» detras de «medial», pero esto no soluciona el
problema. El manuscrito V presenta la palabra monon «sélo» borrada.

40 Heiberg atetiza estas palabras que Heath mantiene en su traduccion entre corchetes.

4l Se entiende: «como una de las magnitudes antecedentes es a una de las consecuentes, asi todas las
antecedentes a todas las consecuentesy.

42 Heiberg considera esta proposicion y las siguientes hasta el final del libro X una interpolacion anterior
a Teon.

Estas proposiciones (112-115) aparecen después de la recapitulacion de los trece tipos de rectas no
expresables de la clasificacion general que podria ser la conclusion del libro. No tienen relacion con el resto del
tratamiento de los trece tipos de rectas sin razon expresable y no se usan en los libros posteriores sobre geometria
de solidos.

112-115 parecen ser el germen de un nuevo estudio sobre las rectas sin razén expresable. 115 en particular
amplia el nimero de sus diferentes tipos. Tienen visos de ser un conjunto de teoremas antiguos que Heiberg piensa
que pueden atribuirse a Apolonio, aunque no sean genuinos. Heath considera, sin embargo, que 112-114 tienen
relacion con las precedentes: X 111 muestra que una recta binomial no puede ser también una apdtoma, mientras
que X 112-114 ponen de manifiesto como cada una de ellas se puede usar para convertir la otra en expresable.



LIBRO UNDECIMO

DEFINICIONES

1. Un sélido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad %3.

2. Y el extremo de un solido es una superficie.

3. Unarecta es ortogonal a un plano cuando forma angulos rectos con todas las rectas
que la tocan y que estan en el plano®*.

4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas trazadas en uno de los planos
formando angulos rectos con la seccion comun de los (dos) planos forman
angulos rectos con el plano restante.

5. Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un plano se traza una
perpendicular al plano y se traza otra recta desde el punto que resulta hasta el
extremo (que estd) en el plano de la (primera) recta, el angulo comprendido
por la recta asi trazada y la (que estd) sobre el plano es la inclinacion de la
recta con respecto al plano®.

6. La inclinacion de un plano con respecto a un plano es el angulo agudo comprendido
por las (rectas) trazadas a un mismo punto formando angulos rectos con la
seccion comun en cada uno de los planos.

7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera semejante a como otro se
inclina sobre otro, cuando dichos dngulos de inclinacion son iguales entre si.

8. Planos paralelos son los no concurrentes*’.

9. Figuras solidas semejantes son las comprendidas por planos semejantes iguales
en numero.

10. Figuras solidas iguales y semejantes son las comprendidas por planos semejantes
iguales en nimero y tamafio®3.

11. Un angulo sdlido es la inclinacion de mas de dos lineas que se tocan entre si y no
estan en la misma superficie con respecto a todas las lineas.

O de otra forma: un angulo sélido es el comprendido por mas de dos
angulos planos construidos en el mismo punto, sin estar en el mismo plano.

12. Una piramide es una figura solida comprendida por planos, construida desde un
plano a un punto.



13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.
24.

25.
26.

27.

28.

Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos de los cuales, los
opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que los demés son
paralelogramos.

Cuando, permaneciendo fijo el didmetro de un semicirculo, se hace girar el
semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma posicion desde donde empezo
a moverse, la figura comprendida es una esfera®”.

Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno a la que gira el
semicirculo.

Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Y diametro de la esfera es cualquier recta trazada a través del centro y limitada
en ambas direcciones por la superficie de la esfera.

Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que comprenden el angulo recto de
un tridngulo rectangulo, se hace girar el tridngulo y se vuelve de nuevo a la
posicion desde donde empez6 a moverse, la figura comprendida es un cono.
Y si la recta que permanece fija es igual a la restante del angulo recto, el
cono sera rectangulo, y si es menor obtusangulo y si es mayor acutangulo.

Y el eje del cono es la recta que permanece fija en torno a la que gira el triangulo.

Y la base, el circulo descrito por la recta que gira.

Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que comprenden el angulo recto
de un paralelogramo rectangulo, se hace girar el paralelogramo y vuelve
de nuevo a la misma posicion desde donde empez6 a moverse, la figura
comprendida es un cilindro.

Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno a la que gira el
paralelogramo.

Y las bases son los circulos descritos por los dos lados opuestos que giran.

Conos y cilindros semejantes son aquellos cuyos ejes y didmetros de las bases
son proporcionales.

Un cubo es la figura sélida comprendida por seis cuadrados iguales.

Un octaedro es una figura s6lida comprendida por ocho triangulos iguales y
equilateros.

Un icosaedro es la figura sélida comprendida por veinte triangulos iguales y
equilateros.

Un dodecaedro es la figura sélida comprendida por doce pentagonos iguales
equilateros y equiangulos?.

Prorosicion 1

No cabe que una parte de una linea recta esté en el plano de referencia y otra

parte en un plano mas elevado.

Pues, si fuera posible, esté la parte AB de la linea recta ABT en el plano de referencia

y la otra parte BI' en un plano mas elevado.



Entonces habra en el plano de referencia una recta que continiie a AB; sea BA,
entonces AB es un segmento comun de las dos rectas ABT, ABA; lo cual es imposible
teniendo en cuenta que, si describiéramos un circulo con el centro B y la distancia AB,
los diametros cortarian circunferencias desiguales del circulo.

I

Por consiguiente, no cabe que una parte de una linea recta esté en el plano de
referencia y otra parte en el plano mas elevado. Q. E. D.°L.

PROPOSICION 2

Si dos rectas se cortan una a otra estan en un plano, y todo triangulo estd en
un plano.

Cortense, pues, las dos rectas AB, TA en el punto E.

Digo que AB, I'A estan en un plano y todo triangulo esta en un plano.

Pues tdmense al azar los puntos z, H en ET, EB y tracense I'B, ZH, y tracense entre
ellas zo, HK.

Digo en primer lugar que el triangulo Er'B esta en un plano. Pues si una parte del
triangulo EI'B, sea zZ@I o0 sea HBK, esta en el plano de referencia y la (parte) restante
en otro (plano), una parte de una de las rectas Er, EB estarda también en el plano de



referencia y otra (parte) en otro. Pero si la parte zrBH del tridngulo Er'B esta en el
(plano) de referencia y la restante en otro, una parte de ambas rectas EI, EB estara
también en el plano de referencia y otra (parte) en otro; lo que precisamente se ha
demostrado que es absurdo [XI 1]. Por tanto, el tridngulo ErB est4 en un plano. Pero
en el (plano) en que esté el tridngulo Er'B, en ese esta también cada una de las rectas
ET, EB; y en el plano en que estd cada una de las rectas EI, EB, en ese estan también
AB, T'A [XT 1].

A A
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Por consiguiente, las rectas AB, I'A estdn en un plano y todo triangulo estd en un
plano. Q. E. .22,

Prorosicion 3

Si dos planos se cortan uno a otro su seccion comun es una recta.

Cortense, pues, los dos planos AB, BI' y sea la linea AB su seccion comun.

Digo que la linea AB es una recta.

Pues, si no, tracese de A a B en el plano AB, la recta AEB, y en el plano Br la recta
AZB.
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Entonces las dos rectas AEB, AZB tendran los mismos extremos y evidentemente
encerraran un area; lo cual es absurdo. Entonces, AEB, AZB no son rectas. De manera
semejante demostrariamos que no habra ninguna otra (recta) trazada de A a B excepto
AB, la seccidon comun de los planos AB, BI.

Por consiguiente, si dos planos se cortan uno a otro, su seccion comun es una
recta. Q. E. D.23,

Prorosicion 4

Si se levanta una recta formando angulos rectos con dos rectas que se cortan
una a otra en su seccion comun, formara también angulos rectos con el plano que
pasa a traves de ellas.

Levantese, pues, una recta EzZ formando angulos rectos a partir del punto E con
dos rectas AB, I'A que se cortan en el punto E.

Digo que Ez forma también angulos rectos con el plano (que pasa) a través de
AB, TA.
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Pues tomense las (rectas) AE, EB, T'E, EA iguales entre si y tracese una recta al azar,
HE®, por el punto E, y tracense AA, I'B, y ademads, desde un punto al azar, z, (de la
recta EZ), tracense ZA, ZH, ZA, 7T, 7©, ZB. Ahora bien, como las dos (rectas) AE, EA
son iguales a las dos (rectas) I'E, EB y comprenden angulos iguales [I 15], entonces la
base AA es igual a la base B, y el tridngulo AEA serd igual al tridngulo reB [I 4]; de
modo que el angulo AAE es igual al angulo EBI. Pero el angulo AEH es también igual
al (dngulo) BE® [I 15]. Asi pues AHE, BE® son dos tridngulos que tienen dos angulos
iguales a dos angulos respectivamente y un lado igual a un lado, el que corresponde a
los dngulos iguales, esto es: el (lado) AE al (lado) EB; luego tendré también los lados
restantes iguales a los lados restantes [I 26]. Por tanto, HE es igual a E®@ y AH a BO. Y
como AE es igual a EB, mientras que ZE es comun y forma angulos rectos, entonces,
la base zA es igual a la base zB [I 4]. Por lo mismo, zr también es igual a zA. Ahora
bien, como AA es igual a I'B, y ZA es igual a zB, entonces, los dos (lados) zA, AA son
iguales respectivamente a los dos (lados) zB, Br; pero se ha demostrado que también
la base zA es igual a la base zr; luego el angulo zAA es igual al angulo zBr [I 8]. Y
puesto que se ha demostrado que AH es a su vez igual a Bo, mientras que ZA es también
igual a zB, entonces los dos (lados) zA, AH son iguales a los dos (lados) zB, Be. Y se
ha demostrado que el (dngulo) zaH es también igual al (dngulo) zBe; asi pues, la base
7H es igual a la base zo [I 4]. Ahora bien, puesto que se ha demostrado que HE es a
su vez igual a E@ y EZ es comun, entonces los dos (lados) HE, Ez son iguales a los dos
(lados) ek, Ez; y la base zH es igual a la base zo; entonces el &ngulo HEZ es igual al
angulo ekz [I 8]. Luego cada uno de los angulos HEZ, ®EZ es recto. Por tanto, ZE forma
angulos rectos con He trazada al azar por el punto E.

De manera semejante demostrariamos que ZE forma angulos rectos con todas las
rectas que la tocan y que estan en el plano de referencia. Pero una recta es ortogonal a
un plano cuando forma angulos rectos con todas las rectas que la tocan y que estan en



el mismo plano [XI Def. 3]. Luego zE forma dngulos rectos con el plano de referencia.
Y el plano de referencia es el (que pasa) a través de las (rectas) AB, T'A. Por tanto ZE
forma angulos rectos con el plano (que pasa) a través de las (rectas) AB, TA.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando angulos rectos con dos rectas
que se cortan, en su seccion comun, formara también dngulos rectos con el plano (que
pasa) a través de ellas. Q. E. D.

ProPOSICION 5

Si se levanta una recta formando angulos rectos con tres rectas que se tocan, en
su seccion comun, las tres rectas estan en un plano.

Levantese, pues, una recta AB formando dngulos rectos con tres rectas BI, BA, BE,
en su punto de contacto, B.

A

E

Digo que BT, BA, BE estan en un plano.

Pues, supongamos que no, y si fuera posible, estén BA, BE en el plano de referencia
y BI' en uno mas elevado, prolonguese el plano que pasa a través de AB, BI'; entonces
producird una recta como seccion comun en el plano de referencia [XI 3]. Produzca la
(recta) BZ. Asi pues, las tres rectas AB, BT, BZ estan en un plano, el trazado a través de
las (rectas) AB, BI'. Y puesto que AB forma dngulos rectos con cada una de las (rectas)
BA, BE, entonces AB es ortogonal también al plano que pasa a través de Ba, BE [XI 4].
Y el plano (que pasa) a través de Ba, BE es el de referencia; luego AB es ortogonal al
plano de referencia. De modo que AB hard angulos rectos con todas las rectas que la
tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]. Pero Bz la toca y esté en el plano



de referencia; entonces el angulo ABz es recto. Y se ha supuesto que el angulo ABI
también es recto; luego el angulo ABz es igual al angulo ABI. Y estan en un plano: lo
cual es imposible. Luego la recta BI' no esta en un plano mas elevado; por tanto, las
tres rectas BI', BA, BE estan en un plano.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando angulos rectos con tres rectas
que se tocan, en su punto de contacto, las tres rectas estan en un plano. Q. E. D.

ProrosicioN 6

Si dos rectas forman dngulos rectos con el mismo plano, las rectas serdn
paralelas.

Formen, pues, las dos rectas AB, I'a angulos rectos con el plano de referencia.

Digo que AB es paralela a ra.

Pues tinanse con el plano de referencia en los puntos B, A y tracese la recta BA,
y tracese AE formando angulos rectos con BA en el plano de referencia, y hagase AE
igual a AB, y tracense BE, AE, AA.

Ahora bien, como AB es ortogonal al plano de referencia, hard angulos rectos con
todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]. Pero cada
una de las rectas BA, BE, que estan en el plano de referencia, toca a AB; entonces cada
uno de los dngulos ABA, ABE es recto. Por lo mismo, cada uno de los (dngulos) ras,
T'AE también es recto. Y como AB es igual a AE y BA es comun, entonces los dos (lados)
AB, BA son iguales a los dos (lados) EA, AB; y comprenden angulos rectos; luego la
base AA es igual a la base BE [I 4]. Ahora bien, como AB es igual a AE, mientras que
AA es también igual a BE, entonces los dos (lados) AB, BE son iguales a los dos (lados)
EA, AA; Y AE es su base comun; luego el angulo ABE es igual al angulo EAA [I §]. Pero
el (d&ngulo) ABE es recto; entonces el (dngulo) EAA es también recto; luego EA forma
angulo recto con AA. Pero forma también angulos rectos con cada una de las (rectas)
BA, AT. Entonces EA se ha levantado formando angulos rectos con las tres rectas BA,
AA, AT, en su punto de contacto; luego las tres rectas BA, AA, AT estan en un plano [XI
5]. Pero en el plano en que estan AB, AA, en €se esta también AB: porque todo tridngulo
esta en un plano [XI 2]; entonces las rectas AB, BA, AT estan en un plano. Ahora bien,
cada uno de los angulos ABA, BAT es recto; por tanto, AB es paralela a ra [I 28].
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Por consiguiente, si dos rectas forman angulos rectos con el mismo plano, las
rectas seran paralelas. Q. E. D.

PRrROPOSICION 7

Si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en cada una de ellas,
la recta que une los puntos esta en el mismo plano que las paralelas.

Sean AB, I'a dos rectas paralelas y tomense al azar en cada una de ellas los puntos
E, Z respectivamente.
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Digo que la recta que une los puntos E, z esta en el mismo plano que las paralelas.

Pues supongamos que no, y si fuera posible, esté en un plano mas elevado como
EHZ, y tracese un plano que pase a través de EHZ, entonces producira una recta como
seccion en el plano de referencia [XI 3]. Prodlizcala como la (recta) Ez; entonces las
dos rectas EHz, EZ encerraran un espacio; lo cual es imposible; luego la recta trazada
de E a z no esta en un plano mas elevado; por tanto, la recta trazada de E a z esta en
el plano que pasa a través de las paralelas AB, TA.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en
cada una de ellas, la recta que une los puntos esta en el mismo plano que las paralelas.
Q. E.D.

PropPOSICION 8

Si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos rectos con un plano
cualquiera, la restante formara también angulos rectos con el mismo plano.

Sean AB, I'A dos rectas paralelas y una de ellas, AB, forme angulos rectos con el
plano de referencia.
Digo que la restante, ra, formara también angulos rectos con el mismo plano.
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Pues Unanse AB, I'A con el plano de referencia en los puntos B, A, y trdcese BA;
entonces AB, T'A, BA estan en un plano [ X1 7]. Tracese AE formando angulos rectos con
BA en el plano de referencia y hagase AE igual a AB, y trdcense BE, AE, AA. Y puesto
que AB es ortogonal al plano de referencia, entonces AB forma angulos rectos también
con todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego
cada uno de los angulos ABA, ABE es recto. Y puesto que la recta BA ha incidido sobre
las paralelas AB, ra, entonces los angulos ABA, I'AB son iguales a dos rectos [I 29].
Pero el angulo ABA es recto; entonces el &ngulo raB es también recto; luego ra forma
angulos rectos con BA. Y como AB es igual a AE, y BA es comun, entonces los dos lados
AB, BA son iguales a los dos (lados) Ea, AB; y el angulo ABA es igual al angulo EAB:
porque cada uno de ellos es recto; luego la base AA es igual a la base BE. Y como AB
es igual a AE, y BE a AA, entonces los dos (lados) AB, BE son iguales respectivamente a
los dos (lados) EA, AA. Y AE es su base comun; luego el angulo ABE es igual al angulo
EAA. Pero el dngulo ABE es recto; entonces el angulo EAA es también recto; asi pues,
EA forma angulos rectos con AA. Pero forma angulos rectos también con AB; luego
EA forma también dngulos rectos con el plano que pasa a través de BA, AA [XI 4].
Entonces EA producird dngulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano BAA. Pero Ar esta en el plano que pasa a través de BAA, teniendo en cuenta que



AB, BA estan en el plano que pasa a través de BAA [XI 2], y AT estd también en el plano
en el que estdn AB, BA. Entonces EA forma dngulos rectos con Ar; de modo que ra
también forma 4ngulos rectos con AE. Pero rA forma también dngulos rectos con BA.
Luego ra esta puesta formando dngulos rectos desde el punto de seccion, A, con las
dos rectas AE, AB que se cortan entre si; de modo que ra forma también angulos rectos
con el plano que pasa a través de AE, AB [XI 4]. Pero el plano que pasa a través de AE,
AB es el de referencia; luego rA forma dngulos rectos con el plano de referencia.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos rectos
con un plano cualquiera, la restante formara también angulos rectos con el mismo
plano. Q. E. D.

Prorosicion 9

Las paralelas a una misma recta y que no estan en el mismo plano que ella son
también paralelas entre si.

Sean, pues, cada una de las rectas AB, T'A paralelas a Ez, sin estar en el mismo
plano que ella.

Digo que AB es paralela a TA.

Pues tomese al azar el punto H en la recta Ez, y tracese desde €l la (recta) HO
formando angulos rectos con Ez en el plano que pasa a través de Ez, AB y tracese HK
formando a su vez 4ngulos rectos con Ez en el plano que pasa a través de zE, TA. Ahora
bien, como Ez forma dngulos rectos con cada una de las (rectas) HO, HK, entonces EZ
forma angulos rectos también con el plano que pasa a través de He, HK [XI 4]. Y EZ es
paralela a AB, luego también AB forma dngulos rectos con el plano que pasa a través
de oHK [XI 8]. Por lo mismo ra también forma angulos rectos con el plano que pasa
a través de ©HK; entonces cada una de las (rectas) AB, 'A forma angulos rectos con
el plano que pasa a través de @HK. Pero si dos rectas forman angulos rectos con el
mismo plano, las rectas son paralelas [XI 6].
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Por consiguiente, AB es paralela a TA. Q. E. D.

Prorosicion 10

Si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que se tocan, sin estar
en el mismo plano, comprenderan angulos iguales.

Sean AB, BI' dos rectas que se tocan, paralelas a las dos rectas que se tocan AE,
EZ, sin estar en el mismo plano.

Digo que el angulo ABI es igual al (angulo) AEZ.

Toémense, pues, las (rectas) BA, BT, EA, EZ iguales entre si, y tracense AA, I'Z, BE,
Al, AZ. Y como BA es igual y paralela a EA, entonces AA también es igual y paralela a
BE [I 33]. Por lo mismo, rz también es igual y paralela a BE; entonces cada una de las
(rectas) AA, Tz es igual y paralela a BE. Pero las paralelas a una misma recta y que no
estan en el mismo plano que ella son también paralelas entre si [XI 9]. Entonces AA
es igual y paralela a rz. Y AT, Az las unen; luego Aa es paralela a Az [1 33]. Y como
los dos (lados) AB, BI' son iguales a los dos (lados) AE, Ez y la base AT es igual a la
base Az, entonces el angulo ABTI es igual al angulo AEZ.
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Por consiguiente, si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que
se tocan, sin estar en el mismo plano, comprenderan angulos iguales. Q. E. D.

Prorosicion 11

Trazar una linea recta perpendicular a un plano dado desde un punto elevado
dado.

Sea A el punto elevado dado y sea el plano de referencia el plano dado.

Asi pues, hay que trazar una linea recta perpendicular al plano de referencia desde
el punto A.

Tracese, pues, al azar, una recta BI' en el plano de referencia, y tracese, desde
el punto A, la (recta) AA perpendicular a Br [I 12]. Pues bien, si AA es perpendicular
también al plano de referencia, habria resultado lo propuesto. Pero si no, tracese, desde
el punto A, la (recta) AE formando angulos rectos con BI' en el plano de referencia [I



11] y desde A, la (recta) Az perpendicular a AE [I 12], y por el punto z, tracese HO
paralela a Br [I 31].

A
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Ahora bien, como BI forma angulos rectos con cada una de las (rectas) AA, AE,
entonces BI' forma dngulos rectos también con el plano que pasa a través de EAA [XI
4].Y Ho es paralela a ella. Pero si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos
rectos con un plano, la restante formara también angulos rectos con el mismo plano
[XT 8]; luego He forma también angulos rectos con el plano que pasa a través de Ea,
AA. Por tanto, He forma angulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano que pasa a través de EA, AA [XI Def. 3]. Pero Az que esta en el plano que pasa a
través de EA, AA la toca; luego He forma dngulos rectos con zA. De modo que también
zA forma angulos rectos con @H. Pero Az forma angulos rectos con AE; entonces AZ
forma &ngulos rectos con cada una de las (rectas) He, AE. Ahora bien, si se levanta una
recta formando angulos rectos con dos rectas que se cortan, en su punto de seccion,
formara también angulos rectos con el plano que pasa a través de ellas [XI 4]. Luego
zA forma angulos rectos con el plano que pasa a través de EA, HO. Pero el plano que
pasa a través de EA, HO es el plano de referencia; por tanto, Az forma dngulos rectos
con el plano de referencia.

Por consiguiente, se ha trazado la linea recta Az perpendicular al plano de
referencia, desde el punto elevado dado, A. Q. E. F.

Prorosicion 12



Levantar una linea recta formando angulos rectos con un plano dado desde un
punto dado en él.

Sea el plano de referencia el plano dado y A el punto en él. Asi pues hay que
levantar una linea recta formando dngulos rectos con el plano de referencia desde el
punto A.

I

Considérese un punto elevado cualquiera B y tracese desde el punto B, BI
perpendicular al plano de referencia [XI 11], y por el punto A tracese AA paralela a
Br [131].

Pues bien, como AA, I'B son dos rectas paralelas y una de ellas, Br, forma angulos
rectos con el plano de referencia, entonces la restante AA forma también angulos rectos
con el plano de referencia [XI 8].

Por consiguiente, se ha levantado la (recta) AA formando angulos rectos con el
plano dado en su punto A. Q. E. F.

Prorosicion 13

No podran levantarse por el mismo lado dos rectas formando dangulos rectos con
el mismo plano desde el mismo punto.

Pues, si fuera posible, levantense por el mismo lado las dos rectas AB, AT formando
angulos rectos con el plano de referencia, desde el mismo punto A, y tracese el plano



que pasa a través de BA, AT; entonces producira una recta como seccion, a través
del punto A, en el plano de referencia [XI 3]. Produzca la (recta) AAE; entonces las
rectas AB, AT, AAE estan en un plano. Y como ra forma angulos rectos con el plano de
referencia, entonces hara angulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano de referencia [XI Def. 3]. Pero AAE, que esté en el plano de referencia, la toca;
luego el 4ngulo rAE es recto. Por lo mismo, el angulo BAE es también recto; luego el
(4ngulo) TAE es igual al (dngulo) BAE. Y estan en un plano; lo cual es imposible.

B
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Por consiguiente, no se levantaran por el mismo lado dos rectas formando angulos
rectos con el mismo plano desde el mismo punto. Q. E. D.

Prorosicion 14

Los planos con los que una misma recta forma angulos rectos seran paralelos.

Forme, pues, angulos rectos una recta cualquiera, AB, con cada uno de los planos
TA, EZ.

Digo que los planos son paralelos.

Pues si no, se encontraran al prolongarse. Encuéntrense; entonces produciran una
recta como seccion comun [XI 3]. Produzcan la (recta) HO, y tomese al azar el punto
K en la (recta) HO y tracense AK, BK. Y como AB forma angulos rectos con el plano Ez,
entonces AB forma angulos rectos con la recta BK que esta en la prolongacion del plano
Ez [XI Def. 3]; luego el angulo ABK es recto. Por lo mismo el &ngulo BAK también es
recto. Entonces los dos angulos ABK, BAK del tridangulo ABK son iguales a dos rectos;



lo cual es imposible [I 17]; luego los planos ra, Ez prolongados no se encontraran;
por tanto los planos ra, Ez son paralelos.

B

E

Por consiguiente, los planos con los que la misma recta forma angulos rectos
serdn planos paralelos. Q. E. D.

Prorosicion 15

Si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan sin estar en el
mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos.

Pues sean las rectas que se tocan AB, BI' paralelas a las dos rectas que se tocan
AE, EZ sin estar en el mismo plano.

Digo que los planos que pasan a través de AB, BI, AE, EZ, prolongados, no se
encontraran.

Tracese, pues, desde el punto B, BH perpendicular al plano que pasa a través de
AE, Ez [XI 11], y tinase con el plano en el punto H; tracese, por el punto H, la (recta)
Ho paralela a EA y la (recta) HK (paralela) a Ez [1 31]. Y como BH forma angulos rectos
con el plano que pasa a través de AE, EZ, entonces hara angulos rectos con todas las
rectas que la toquen y estén en el plano que pasa a través de AE, Ez [ XI Def. 3]. Pero
cada una de las rectas HO, HK que estan en el plano que pasa a través de AE, Ez la tocan;
luego cada uno de los angulos BHO®, BHK es recto. Y como BA es paralela a He [XI 9],
entonces los angulos HBA, BHO son iguales a dos rectos [I 29]. Pero el (dngulo) BHO es



recto; entonces el (angulo) HBA es también recto; luego HB forma angulos rectos con
BA. Por lo mismo HB forma también angulos rectos con BI. Pues bien, como la recta
HB se ha levantado formando angulos rectos con las dos rectas que se cortan BA, BT,
entonces HB forma también angulos rectos con el plano que pasa a través de BA, BT’
[XT 4]. Pero los planos con los que una misma recta forma angulos rectos son planos
paralelos [XI 14]; luego el plano que pasa a través de AB, BI es paralelo al plano que
pasa a través de AE, EZ.

A
S, K

Z

Por consiguiente, si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan
sin estar en el mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos. Q. E. D.

Prorosicion 16



Si dos planos paralelos son cortados por un plano, las secciones comunes son
paralelas.

Sean cortados, pues, los dos planos paralelos AB, I'A por el plano EzZHe, y sean sus
secciones comunes EZ, HO.

B

I

Digo que Ez es paralela a He.

Pues, si no, Ez, H® se encontraran si se prolongan en la direccion de z, © o en la
direccion de E, H. Prolonguense en la direccion de z, @ y encuéntrense, en primer lugar
en el (punto) K. Ahora bien, como EZK estdn en el plano AB, entonces todos los puntos
de la (recta) EzK estan en el plano AB [X 1]. Pero K es uno de los puntos de la recta
EZK, luego K esta en el plano AB. Por lo mismo, entonces K esta también en el plano
T'A; por tanto los planos AB, I'A, si se prolongan, se encontraran. Pero no se encuentran
porque se ha supuesto que son paralelos; entonces las rectas EzZ, H® no se encontraran
si se prolongan en la direccion de z, ©. De manera semejante demostrariamos que las
rectas EZ, H® tampoco se encontrardn si se prolongan en la direccion de E, H. Pero las
(rectas) que no se encuentran en ninguna de las dos direcciones son paralelas. Luego
EZ es paralela a He.



Por consiguiente, si dos planos paralelos son cortados por un plano, las secciones
comunes son paralelas. Q. E. D.

Prorosicion 17

Si dos rectas son cortadas por planos paralelos, seran cortadas en las mismas
razones.

Sean cortadas, pues, las dos rectas AB, I'a por los planos paralelos HO, KA, MN, en
los puntos A, E, B, T, Z, A.

Digo que, como la recta AE es a la recta EB, asi I'Z a ZA.

Tracense, pues, las (rectas) AT, BA, AA y Gnase AA con el plano KA en el punto =
y trdcense E=z, =Z. Y como los dos planos paralelos KA, MN son cortados por el plano
EBAZ, sus secciones comunes EZ, BA son paralelas [XI 16]. Por lo mismo, como los
dos planos H®, KA son cortados por el plano AZzr, sus secciones comunes Al', Z son
paralelas [id.]. Y puesto que se ha trazado la recta E= paralela a la BA, uno de los lados
del triangulo ABA, entonces, proporcionalmente, como AE es a EB, asi Az a =A [VI 2].
Y puesto que se ha trazado a su vez la recta =z paralela a Ar, uno de los lados del
triangulo AAT, entonces, proporcionalmente, como A= es a =A, asi I'Z a zA [id.]. Pero
se ha demostrado también que como A= es a =A, asi AE a EB; luego, como AE es a EB,
asirzaza [V 11].
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Por consiguiente, si dos rectas son cortadas por planos paralelos, seran cortadas
en la misma razon. Q. E. D.

Prorosicion 18



Si una recta forma angulos rectos con un plano cualquiera, todos los planos que
pasen a traves de ella formaran también angulos rectos con el mismo plano.

Pues forme angulos rectos una recta cualquiera, AB, con el plano de referencia.

Digo que todos los planos que pasan a través de AB forman también dngulos rectos
con el plano de referencia.

Tréacese, pues, el plano AE a través de AB y sea I'E la seccion comun del plano
AE y el de referencia; tomese al azar el punto z en I'E, y tracese, desde el punto z, la
(recta) zH formando angulos rectos con TE en el plano AE [I 11]. Ahora bien, como
AB es ortogonal al plano de referencia, entonces AB formara también angulos rectos
con todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; de
modo que también forma angulos rectos con I'E; luego el angulo ABZ es recto. Pero el
(angulo) HzB es también recto; luego AB es paralela a zH [1 28]. Pero AB forma dngulos
rectos con el plano de referencia; entonces zH forma también angulos rectos con el
plano de referencia [XI 8]. Ahora bien, un plano es ortogonal a un plano cuando las
rectas trazadas en uno de los planos formando angulos rectos con la seccién comun
de los (dos) planos forman angulos rectos con el plano restante [ XI Def. 4]. Y se ha
demostrado que la (recta) zH, trazada en uno de los planos AE, formando dngulos rectos
con la seccion comun de los planos I'E, forma dngulos rectos con el plano de referencia;
por tanto, el plano AE forma dngulos rectos con el de referencia. De manera semejante
demostrariamos que todos los planos que pasan a través de AB forman angulos rectos
con el plano de referencia.

A H A

Por consiguiente, si una recta forma dngulos rectos con un plano cualquiera, todos
los planos que pasan a través de ella formaran también angulos rectos con el mismo
plano. Q. E. D.



Prorosicion 19

Si dos planos que se cortan forman dangulos rectos con un plano, su seccion
comun formard también angulos rectos con el mismo plano.

Pues formen los dos planos AB, BI' angulos rectos con el plano de referencia, y
sea BA su seccion comun.

Digo que BA forma angulos rectos con el plano de referencia.

Pues supongamos que no, y tracese desde el punto A la (recta) AE en el plano AB
formando angulos rectos con la (recta) AA y la (recta) Az en el plano Br formando
angulos rectos con I'a. Y como el plano AB es ortogonal al plano de referencia, y se
ha trazado AE en el plano AB formando angulos rectos con su seccidon comun, AA,
entonces AE es ortogonal al plano de referencia [XI Def. 4]. De manera semejante
demostrariamos que Az es también ortogonal al plano de referencia. Entonces se han
levantado dos rectas formando angulos rectos con el plano de referencia desde el
mismo punto, A, por el mismo lado; lo cual es imposible [ XI 13]. Luego no se levantara
(otra recta) desde el punto A formando angulos rectos con el plano de referencia
excepto AB, la seccion comun de los planos AB, BI.
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Por consiguiente, si dos planos se cortan formando angulos rectos con un plano,
su seccion comun formara también dngulos rectos con el mismo. Q. E. D.

Prorosicion 20

Si un angulo solido es comprendido por tres angulos planos, dos cualesquiera,
tomados juntos de cualquier manera, son mayores que el restante.

Sea comprendido el angulo solido correspondiente a A por los tres angulos planos
BAT, TAA, AAB.

Digo que dos cualesquiera de los angulos BAI, TAA, AAB, tomados juntos de
cualquier manera son mayores que el restante.
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Pues bien, si los d&ngulos BAT, TAA, AAB son iguales entre si, esta claro que dos
cualesquiera son mayores que el restante. Pero si no, sea mayor el (dngulo) BAT y
construyase sobre la recta AB y en su punto A el d&ngulo BAE igual al &ngulo AAB en el
plano que pasa a través de BAT; hagase AE igual a AA, y corte la (recta) BET trazada por
el punto E a las rectas AB, Al en los puntos B, I', y tracense AB, Al. Ahora bien, como
AA es igual a AE y AB es comun, dos (lados) son iguales a dos (lados); y el angulo AAB
es igual al &ngulo BAE; entonces la base AB es igual a la base BE [ 4]. Y como los dos
(lados) BA, Al son mayores que Bl [I 20], de los cuales se ha demostrado que AB es
igual a BE, entonces el restante AI' es mayor que el restante Er. Ahora bien, como AA
es igual a AE, y Al es comun y la base AT es mayor que la base ErI, entonces el angulo
AAT es mayor que el angulo EAT [I 25]. Pero se ha demostrado que el (dngulo) AAB es
igual al (dngulo) BAE; luego los (dngulos) AAB, AAT son mayores que el angulo BAT.
De manera semejante demostrariamos que también los restantes tomados juntos dos
a dos son mayores que el restante.

Por consiguiente, si un angulo s6lido es comprendido por tres angulos planos, dos
cualesquiera tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante. Q. E. D.

Prorosicion 21

Todo angulo sdlido es comprendido por angulos planos menores que cuatro
rectos.

Sea comprendido el angulo solido correspondiente a A por los dngulos planos
BAT, TAA, AAB.



Digo que los (dngulos) BAT, TAA, AAB son menores que cuatro rectos.

Toémense, pues, al azar, los puntos B, I', A en las (rectas) AB, AI, AA
respectivamente, y tracense BT, T'A, AB. Y como el angulo s6lido correspondiente a B es
comprendido por los tres angulos planos I'BA, ABA, I'BA, dos cualesquiera son mayores
que el restante [XI 20]. Luego los dngulos I'BA, ABA son mayores que el &ngulo I'BA.
Por lo mismo los (dngulos) Bra, Ara también son mayores que el (dngulo) Bra, y los
(angulos) TAA, AAB son mayores que el (dngulo) raB; entonces los seis d&ngulos I'BA,
ABA, BI'A, ATA, TAA, AAB son mayores que los tres (angulos) I'BA, Bra, I'AB. Pero los
tres (dngulos) I'BA, BAT, BI'A son iguales a dos rectos [I 32]. Luego los seis angulos
I'BA, ABA, BI'A, AT'A, TAA, AAB son mayores que dos rectos. Y como los tres angulos de
cada uno de los tridngulos ABT, ATA, AAB son iguales a dos rectos, entonces los nueve
angulos IBA, ATB, BAT, ATA, TAA, TAA, AAB, ABA, BAA de los tres triangulos son iguales
a seis rectos, y de ellos los seis angulos ABI,, BI'A, ATA, TAA, AAB, ABA SON mayores
que dos rectos; por tanto los tres (dngulos) restantes BAT, TAA, AAB que comprenden
el angulo s6lido son menores que cuatro rectos.

I
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Por consiguiente, todo angulo s6lido es comprendido por angulos planos menores

que cuatro rectos. Q. E. D.>%,

Prorosicion 22



Si hay tres angulos planos, dos de los cuales tomados juntos de cualquier manera
son mayores que el restante, y los comprenden rectas iguales, es posible construir un
triangulo a partir de las (rectas) que unen (los extremos) de las rectas iguales.

Sean ABI, AEZ, HOK tres dangulos planos, dos de los cuales tomados juntos de
cualquier manera son mayores que el restante, a saber: los (dngulos) ABI', AEZ mayores
que el (dngulo) HOK, los (angulos) AEZ, HOK mayores que ABI' y ademas los (angulos)
HOK, ABI' (mayores) que AEZ. Y sean iguales las rectas AB, BT, AE, EZ, HO, OK, y tracense
AT, AZ, HK.

Digo que es posible construir un tridngulo a partir de (rectas) iguales a AT, AZ, HK,
es decir, que dos cualesquiera de las (rectas) AI', Az, HK son mayores que la restante.

Pues si los angulos ABI', AEZ, HOK son iguales entre si, estd claro que, siendo
también iguales AT, Az, HK, es posible construir un tridngulo a partir de las (rectas)
iguales a AT, AZ, HK.

Pero si no, sean desiguales y constriiyase en la recta @K y en su punto © el angulo
KoA igual al angulo ABT, y hagase @A igual a una de las (rectas) AB, BI', AE, EZ, HO, OK,
y trdcense KA, HA. Ahora bien, puesto que los dos lados AB, BI' son iguales a los dos
(lados) ke, ©A, y el angulo correspondiente a B es igual al (dngulo) KeA, entonces la
base AT es igual a la base KA [I 4]. Y como los (dngulos) ABI', HOK son mayores que el
(angulo) AEZ y el (angulo) AEZ y el (dngulo) ABI es igual al (dngulo) K@A, entonces el
(angulo) HeA es mayor que el (dngulo) AEZ. Y como los dos (lados) HO, ©A son iguales
a los dos (lados) AE, EZ y el (angulo) HOA es mayor que el (dngulo) AEZ, entonces la
base HA es mayor que la base Az [I 24]. Pero HK, KA son mayores que HA. Asi pues, HK,
KA son mucho mayores que Az. Pero KA es igual a Ar; luego AT, HK son mayores que
la restante Az. De manera semejante demostrariamos que AT, AZ son también mayores
que HK, y ademas Az, HK son mayores que Ar.
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Por consiguiente, es posible construir un triangulo a partir de rectas iguales a las
(rectas) AT, AZ, HK. Q. E. D.>,

ProrosicioN 23

Construir un angulo solido a partir de tres angulos planos, dos de los cuales
tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante; entonces, es
necesario que los tres angulos sean menores que cuatro rectos.

Sean ABI', AEZ, HK®O los tres angulos planos dados, dos de los cuales tomados juntos
de cualquier manera son mayores que el restante, siendo los tres ademas menores que
cuatro rectos.
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Asi pues hay que construir un angulo so6lido a partir de (dngulos) iguales a ABI,
AEZ, HOK.

Toémense las (rectas) iguales AB, BI, AE, EZ, HO, 6K, y tracense Al, AZ, HK [XI 22].
Entonces es posible construir un tridngulo a partir de rectas iguales a AT, Az, HK [XI
22]. Construyase y sea AMN, de modo que AT sea igual a AM, AZ a MN y ademds HK
a NA, y circunscribase en torno al triangulo AMN el circulo AMN, tobmese su centro y
sea = y tracense AE, M=, NE.

Digo que AB es mayor que A=. Pues, si no, o AB es igual a A= o es menor. En
primer lugar sea igual. Y como AB es igual a A=, mientras que AB es igual a B 'y A
a =M, entonces los dos (lados) AB, BI' son iguales respectivamente a los dos (lados)
AE, EM; y se ha supuesto que la base AT es igual a la base AM; luego el (angulo) ABI
es igual al angulo A=M [I 8]. Por la misma razén el (angulo) AEZ es igual al (angulo)
M=N y ademas el (dngulo) HeK (es igual) al (angulo) NzA, luego los tres angulos ABT,
AEZ, HOK son iguales a los tres angulos A=M, M2N, N=A. Pero los tres (dngulos) AzM,
MEN, NZA son iguales a cuatro rectos, entonces los tres (angulos) ABI, AEZ, HOK son
iguales a cuatro rectos. Pero se ha supuesto que son menores que cuatro rectos; lo
cual es absurdo. Luego AB no es igual a A=.

Digo ademés que AB tampoco es menor que A=.

Porque si fuera posible sea asi y hagase =0 igual a AB, =11 igual a BI' y tradcese OI1.
Ahora bien, como AB es igual a B, 20 es igual a =I11; de modo que la (recta) restante
AO es igual a M. Entonces AM es paralela a or1 [VI 2] y AME, oOIl= son equiangulares
[T 29]; luego, como =A es a AM, asi =0 a o1 [VI 4]; y por alternancia, como A= es a
20, asi AM a o11 [V 16]. Pero AE es mayor que =0; entonces AM es mayor que OIl1. Pero
AM se ha hecho igual a Ar. luego AT es también mayor que o11. Pues bien, como los
dos (lados) AB, BI' son iguales a los dos (lados) 0z, =11, y la base AT es mayor que la
base o1, entonces el (dngulo) ABI' es mayor que el (dngulo) oz [I 25]. De manera
semejante demostrariamos que el (angulo) AEZ es también mayor que el (angulo) MEN
y el (4ngulo) HEeK (mayor) que el (dngulo) N=A. Por tanto, los tres angulos ABT, AEZ,
HOK son mayores que los tres (&ngulos) A=M, M=N, N=A. Pero se ha supuesto que los



(angulos) ABI, AEZ, HOK son menores que cuatro rectos; entonces los (dngulos) A=M,
MEN, NZA son mucho menores que cuatro rectos. Pero también iguales, lo cual es
absurdo. Luego AB no es menor que A=. Pero se ha demostrado que tampoco es igual;
por tanto AB €s mayor que A=.
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Levantese desde el punto = la (recta) =zp formando dngulos rectos con el plano del
circulo AMN [XI 12]; y sea el cuadrado de =p igual al (4rea) en la que el cuadrado de
AB es mayor que el cuadrado de AE [Lema], y tracense PA, PM, PN. Ahora bien, como
p= forma angulos rectos con el plano del circulo AMN, entonces P= forma también
angulos rectos con cada una de las (rectas) A=, MZ, N=. Y como A= es igual a =M y =P
es comun y forma angulos rectos, entonces la base PA es igual a la base pm [I 4]. Por
lo mismo PN es igual a cada una de las (rectas) pA, PM; entonces las tres (rectas) PA,
PM, PN son iguales entre si. Y como se ha supuesto que el (cuadrado) de =p es igual
al (area) en la que el (cuadrado) de AB es mayor que el (cuadrado) de AE, entonces
el (cuadrado) de AB es igual a los (cuadrados) de A=z, =p. Pero el (cuadrado) de AP es
igual a los (cuadrados) de A=, =p: porque el (dngulo) A=P es recto [I 47]; entonces el
(cuadrado) de AB es igual al (cuadrado) de pA; luego AB es igual a PA. Pero cada una
de las (rectas) BT, AE, EZ, HO, 6K es igual a AB, y cada una de las (rectas) PM, PN es igual
a PA; entonces cada una de las (rectas) AB, BT, AE, EZ, HO, ©K es igual a cada una de
las (rectas) pA, PM, PN. Ahora bien, como los dos (lados) AP, PM son iguales a los dos
(lados) AB, BI'y se ha supuesto que la base AM es igual a la base Ar, entonces el &ngulo



APM es igual al angulo ABr [I 8]. Por lo mismo, el (angulo) MPN es igual al (angulo)
AEZ y el (4ngulo) APN al (dngulo) HEK.

Por consiguiente, a partir de los tres &ngulos planos APM, MPN, APN que son iguales
a los tres dados ABT, AEZ, HOK, se ha construido el angulo sélido correspondiente a P

comprendido por los 4ngulos APM, MPN, APN. Q. E. F.°,

LEMA:

Demostrariamos como sigue de qué manera se puede tomar el cuadrado de =p
igual al area en la que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de A=:

Ponganse las rectas AB, AZ, y sea AB mayor, y describase sobre ella el semicirculo
ABT, y adaptese al semicirculo ABT la (recta) AT igual a larecta A= que no sea mayor que
el didmetro AB [IV 1]; y tracese I'B. Asi pues, como AI'B es un angulo en el semicirculo
ATB, entonces el (angulo) ATB es recto [III 31]. Luego el cuadrado de AB es igual a los
cuadrados de AT, I'B [I 47]. De modo que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado
de AT en el cuadrado de B. Pero Ar es igual a A=. Luego el cuadrado de AB es mayor
que el cuadrado de A= en el cuadrado de B. Pues bien, si tomamos la (recta) =p igual
a BT, el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de A= en el cuadrado de =p. Que
es lo que se ha propuesto hacer.

ProrosicioN 24

Si un solido es comprendido por planos paralelos, sus planos opuestos son
iguales y paralelogramos.

Sea comprendido el s6lido raeH por los planos paralelos AI', Hz, A®, AZ, BZ, AE .

Digo que sus planos opuestos son iguales y paralelogramos.

Pues como los dos planos paralelos BH, I'E se cortan por el plano AT, sus secciones
comunes son paralelas [XI 16]. Entonces AB es paralela a Ar. Como los dos planos
paralelos Bz, AE se cortan a su vez por el plano AT, sus secciones comunes son paralelas
[XI 16]. Entonces BT es paralela a AA. Pero se ha demostrado que AB es paralela a Ar;
luego Ar es un paralelogramo. De manera semejante demostrariamos que cada uno
de los (planos) Az, zH, HB, BZ, AE es un paralelogramo.



A

Tréacense las (rectas) Ae, AZ. Y como AB es paralela a AT y Be a Iz, entonces las
dos rectas que se tocan AB, B® son paralelas a las dos rectas que se tocan Ar, I'z sin
estar en el mismo plano. Luego comprenderan dngulos iguales [XI 10]. Por tanto el
angulo ABe es igual al (dngulo) Arz. Y como los dos (lados) AB, B® son iguales a
los dos (lados) Ar, 1z [I 34], y el (dngulo) AB® es igual al d&ngulo Arz, entonces la
base A@ es igual a la base Az, y el tridngulo AB® es igual al triangulo Arz [14]. Ahora
bien, el paralelogramo BH es el doble del (triangulo) ABe y el paralelogramo TE es
doble del (triangulo) arz [I 34]; luego el paralelogramo BH es igual al paralelogramo
r'E. De manera semejante demostrariamos que el (paralelogramo) Ar es igual al
(paralelogramo) Hz y el (paralelogramo) AE al (paralelogramo) Bz.

Por consiguiente, si un sélido es comprendido por planos paralelos, sus planos

opuestos son iguales y paralelogramos. Q. E. D.>7.

ProrosicioN 25

Si un sélido paralelepipedo® es cortado por un plano que sea paralelo a los
planos opuestos, entonces, como la base es a la base, asi sera el solido al sdlido.



Sea cortado, pues, el solido paralelepipedo ABra por el plano zH que es paralelo
a los planos opuestos PA, A®.

Digo que como la base AEz® es a la base E@rz, asi el solido ABzY es al s6lido EHTA.

Pues prolonguese A6 por cada lado y hagase un numero cualquiera de (rectas) AK,
KA iguales a AE, y un nimero cualquiera de (rectas) @M, MN iguales a E©, y complétense
los paralelogramos AO, K@, ©X, Mz y los solidos AIl, KP, AM, MT. Ahora bien, como
las rectas AK, KA, AE son iguales entre si, los paralelogramos A0, K@, AZ son también
iguales entre si, y K=, KB, AH (son iguales) entre si y ademas Ay, KII, AP (son iguales)
entre si: porque son opuestos [XI 24].
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Por la misma razon, los paralelogramos Er, X, Mz son también iguales entre
si, y los (paralelogramos) ©H, @I, IN son también iguales entre si, y ademas los
(paralelogramos) A@, MQ, NT son iguales entre si; entonces, en los solidos AIl, KP, AY
tres planos son iguales a tres planos. Y los tres planos son iguales a los tres opuestos.
Luego los tres solidos AIl, KP, AY son iguales entre si.

Por lo mismo, los tres solidos EA, AM, MT son iguales entre si; asi pues, cuantas
veces la base Az es multiplo de la base Az, tantas es multiplo el s6lido Ay del s6lido Ay.

Por lo mismo, cuantas veces la base Nz es multiplo de la base zo, tantas es multiplo
el solido Ny del solido @Y. Y si la base Az es igual a la base Nz, el solido AY es igual
al s6lido Nv, y si la base Az excede a la base Nz, el solido AY excede al sélido NY, y
si (uno) es deficiente el (otro) es deficiente. Por tanto, habiendo cuatro magnitudes, a
saber: las dos bases Az, 7o y los dos sélidos Ay, Y@, se han tomado como equimultiplos



de la base Az y del so6lido Ay, la base Az y el solido AY, y de la base ©z y el s6lido
oY, la base Nz y el solido Ny, y se ha demostrado que si la base Az excede a la base
ZN, el s6lido AY excede también al s6lido Ny, y si es igual, es igual y si es deficiente,
es deficiente.

Por consiguiente, como la base Az es a la base zo, asi el solido AY al sélido ve.
Q. E.D.

ProprosicioN 26

Construir un angulo solido igual a un angulo solido dado sobre una recta dada
y en uno de sus puntos.

Sea AB la recta dada y A el punto dado en ella y sea el (angulo) correspondiente
a A el angulo dado, comprendido por los angulos planos EAT, EAZ, ZAT.

Asi pues, hay que construir un angulo solido igual al éangulo solido
correspondiente a A sobre la recta AB y en su punto A.

Toémese al azar un punto z en la (recta) Az; tracese zH desde el (punto) z
perpendicular al plano que pasa por Ea, Ar [XI 11], y tnase con el plano en el (punto)
H; tracese AH y constriyase sobre la recta AB y en su punto A el (dngulo) BAA igual
al angulo EAr, y el (dngulo) BAK igual al angulo EAH [I 23]; hagase AK igual a AH y
levantese desde el punto K la (recta) k@ formando dngulos rectos con el plano que
pasa por BAA [XI 12]; hagase Ko igual a HZ y tracese OA.



Digo que el d&ngulo sélido correspondiente a A, comprendido por los angulos BAA,
BAO, OAA es igual al dngulo so6lido correspondiente a A, comprendido por los angulos
EAT, EAZ, ZAT.

Pues tdmense las (rectas) iguales AB, AE y trdcense ©B, KB, ZE, HE. Y como ZH es
ortogonal al plano de referencia, entonces hara dngulos rectos con todas las (rectas)
que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego cada uno de los
angulos ZHA, ZHE es recto. Por lo mismo, cada uno de los d&ngulos KA, ©KB es también
recto. Y como los dos (lados) KA, AB son iguales respectivamente a los dos (lados)
HA, AE y comprenden angulos iguales, entonces la base KB es igual a la base HE [I 4].
Pero ko es igual a HZ; y comprenden angulos rectos; entonces también B es igual a
ZE [1 4]. Como los dos (lados) AK, K son a su vez iguales a los dos (lados) AH, HZ y
comprenden angulos rectos, entonces la base A es igual a la base za [I 4]. Pero AB
es igual también a AE; entonces los dos (lados) ©A, AB son iguales a los dos (lados)
Az, AE. Y la base @B es igual a la base ZE; luego el angulo BA® es igual al angulo EAz
[I 8]. Por lo mismo, el (dngulo) ®AA es también igual al (dngulo) zar. Y el (angulo)
BAA es también igual al (dngulo) EAT.

Por consiguiente, se ha construido (un angulo so6lido) igual al angulo sélido dado
correspondiente a A, sobre la recta dada AB y en su punto dado A. Q. E. F.



Prorosicion 27

Trazar sobre una recta dada un solido paralelepipedo semejante y situado de
manera semejante a un solido paralelepipedo dado.

Sea AB la recta dada y ra el solido paralelepipedo dado.

Asi pues, hay que trazar sobre la recta dada AB un s6lido paralelepipedo semejante
y situado de manera semejante al sélido paralelepipedo dado ra.

Construyase, pues, en la recta AB y en su punto A un (angulo) igual al angulo
solido correspondiente a T comprendido por los (angulos) BA®, ©AK, KAB, de modo que
el (angulo) BA® sea igual al dngulo Erz, el (dngulo) BAK al (dngulo) ErH y el (angulo)
KA® al (angulo) HIrz; y hagase de forma que, como EI' es a T'H, asi BA a AK, y cOmo HI'
esarz,asi KA a Ae [VI 12]. Luego, por igualdad, como EI' es a1z, asi BA a Ae [V 22].
Complétese el paralelogramo 6B y el solido AA.
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Y dado que, como EI" es aI'H, asi BA a AK, y los lados que comprenden los angulos
iguales Er'H, BAK son proporcionales, entonces el paralelogramo HE es semejante al
paralelogramo KB. Por lo mismo, el paralelogramo ke es semejante al paralelogramo
HZ y ZE a ©B; luego tres paralelogramos del sélido rA son semejantes a tres
paralelogramos del solido AA. Pero los tres primeros son iguales y semejantes a los



tres opuestos y los otros tres son también iguales y semejantes a los tres opuestos;
luego el solido entero ra es semejante al solido entero AA [XI Def. 9].

Por consiguiente, se ha trazado sobre la recta dada AB el solido paralelepipedo AA
semejante y situado de manera semejante al dado ra. Q. E. F.

Prorosicion 28

Si un solido paralelepipedo es cortado por un plano segun las diagonales de los
planos opuestos, el solido sera dividido en dos partes iguales por el plano.

Cortese, pues, el solido paralelepipedo AB por el plano rAEz segun las diagonales
Iz, AE de sus planos opuestos.
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Digo que el solido AB serd dividido en dos partes iguales por el plano ragz.

Pues como el tridngulo THZ es igual al triangulo 1zB [I 34] y el (tridngulo) AAE al
AE®, mientras que el paralelogramo ra es también igual al (paralelogramo) EB: porque
son opuestos; y HE (es igual) a 1@, entonces el prisma comprendido por los dos
triangulos T'HZ, AAE y los tres paralelogramos HE, AI', TE es también igual al prisma
comprendido por los dos tridngulos 1zB, AE® y los tres paralelogramos e, BE, T'E:
porque son comprendidos por planos iguales en numero y tamafio. De modo que el
solido entero AB ha sido dividido en dos partes iguales por el plano ragz. Q. E. b.>°.



Prorosicion 29

Los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la misma
altura, y en los que (los extremos superiores) de las aristas laterales estan en las

mismas rectas son iguales entre 100,

Estén sobre la misma base AB y tengan la misma altura los solidos paralelepipedos
'M, I'N en los que (los extremos de) las aristas laterales AH, AZ, AM, AN, T'A, TE, BO, BK
estan en las mismas rectas zZN, AK.

Digo que el s6lido ™ es igual al s6lido I'N.

Pues como cada una de las (figuras) re, rk es un paralelogramo, B es igual a
cada una de las (rectas) ae, EK [I 34]; de modo que A® es igual a EK. Quitese de
ambas E@; entonces la (recta) restante AE es igual a la (recta) restante ©k. De modo
que el tridngulo ATE es también igual al tridngulo eBK [I 8, 4] y el paralelogramo
AH al paralelogramo eN [I 36]. Por lo mismo, el tridngulo AzH es también igual al
tridngulo MAN. Pero el paralelogramo rz es también igual al paralelogramo BM y el
(paralelogramo) rH al (paralelogramo) BN: porque son opuestos. Luego el prisma
comprendido por los dos tridngulos AzZH, ATE y los tres paralelogramos AA, AH, TH es
igual al prisma comprendido por los dos tridngulos MAN, @BK y los tres paralelogramos
BM, ©N, BN. Afiddase a uno y otro el solido cuya base es el paralelogramo AB y su
(plano) opuesto HE®M; entonces el solido paralelepipedo entero r'M es igual al solido
paralelepipedo entero I'N.
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Por consiguiente, los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y
tienen la misma altura y en los que (los extremos superiores) de las aristas laterales
estan en las mismas rectas son iguales entre si. Q. E. D.

Prorosicion 30

Los solidos paralelepipedos que estin sobre la misma base y tienen la misma
altura y en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales no estan en las
mismas rectas son iguales entre si.

Estén sobre la misma base, AB, y tengan la misma altura los soélidos
paralelepipedos '™, I'N en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales Az,
AH, AM, AN, TA, TE, BO, BK no estan en las misma rectas.
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Digo que el s6lido ™ es igual al s6lido I'N.

Prolonguense NK, A6 y Gnanse en P y ademas Prolonguense zM, HE hasta o, 11, y
tracense A=, AO, I'Tl, BP. Entonces el s6lido 'M cuya base es el paralelogramo AIBA y
su (plano) opuesto zaeM es igual al solido 10 cuya base es el paralelogramo ATBA y su
(plano) opuesto =I1PO: porque estan sobre la misma base ATBA y tienen la misma altura
y (los extremos superiores de) las aristas laterales Az, A=, AM, AO, I'A, T'TI, BO, BP estan
en las mismas rectas zo, AP [XI 29]. Pero el solido 1o cuya base es el paralelogramo
ATBA Yy su (plano) opuesto =mPo es igual al so6lido AN cuya base es el paralelogramo
ATBA y su (plano) opuesto HEKN: porque a su vez estd sobre la misma base AIBA y
tiene la misma altura y (los extremos superiores de) sus aristas laterales AH, A=, TE,
ITI, AN, AO, BK, BP estan en las mismas rectas HII, NP. De modo que el solido '™ es
también igual al s6lido I'N.

Por consiguiente, los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y
tienen la misma altura y en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales
no estan en las mismas rectas son iguales. Q. E. D.

Prorosicion 31

Los solidos paralelepipedos que estin sobre la misma base y tienen la misma
altura son iguales entre si.

Estén los solidos paralelepipedos AE, Iz sobre las bases iguales AB, T'A, y tengan
la misma altura.

Digo que el solido AE es igual al sélido rz.

Formen angulos rectos, en primer lugar, las aristas laterales ©K, BE, AH, AM, OII,
AZ, TZ, Px con las bases AB, I'A y sea PT el resultado de prolongar en linea recta la
recta I'P, y construyase en la recta PT y en su punto P el (angulo) TPy igual al (angulo)
AAB [I 23]; hagase pT igual a AA y PY igual a AB y complétese la base Px y el solido
¥Y. Pues bien, como las dos (rectas) TP, PY son iguales a las dos (rectas) AA, AB y
comprenden angulos iguales, entonces el paralelogramo PX es igual y semejante al
paralelogramo ©A. Y como AA es a su vez igual a PT y AM a Px, y comprenden angulos
rectos, entonces el paralelogramo p¥ es igual y semejante al paralelogramo aAM. Por
lo mismo, el (paralelogramo) AE es igual y semejante al (paralelogramo) zv; luego
tres paralelogramos del sélido AE son iguales y semejantes a tres paralelogramos del
solido wy. Pero los tres primeros son iguales y semejantes a los tres opuestos y los
otros tres a los tres opuestos [XI 24]; luego el s6lido paralelepipedo entero AE es igual
al solido paralelepipedo entero vy [XI Def. 10]. Tracense AP, XY y encuéntrense en
el (punto) Q, y a través de T, tracese 1 oT3 paralela a AQ, y prolonguese 0a hasta o, y
complétense los solidos ¥, pl. Entonces el solido ¥Q cuya base es el paralelogramo
PY y su (cara) opuesta QC es igual al so6lido ¥y cuya base es el paralelogramo ¥ y su
(cara) opuesta Yo: porque estan sobre la misma base P¥ y tienen la misma altura y (los
extremos superiores de) sus aristas laterales PQ, PY, T3, TX, ¢, 20, ¥<, W estan sobre



las mismas rectas X, @ [ XI 29]. Pero el s6lido ¥y es igual al s6lido AE. Luego el sélido
PQ es también igual al so6lido AE. Ahora bien, como el paralelogramo PYXT es igual al
paralelogramo QT —porque estan sobre la misma base, PT, y entre las mismas paralelas
PT X [I 35]—- mientras que el (paralelogramo) pYXT es igual al (paralelogramo) ra -
porque es igual también a AB—, entonces el (paralelogramo) QT es también igual al
(paralelogramo) rA. Pero AT es otro (paralelogramo); luego, como la base A es a AT,
asi T a AT [V 7]. Ahora bien, puesto que el solido paralelepipedo 1 ha sido cortado
por el plano Pz, que es paralelo a los planos opuestos, como la base A es a la base AT,
asi el solido rz al s6lido p1 [XI 25]. Por lo mismo, puesto que el solido paralelepipedo
o1 ha sido cortado por el plano P¥ que es paralelo a los planos opuestos, como la base
QT es a la base Ta, asi el solido o¥ al (s6lido) p1 [XI 25]. Pero como la base ra es a
la base AT, asi QT a AT; entonces, como ¢l sélido rz es al solido i, asi el solido Qv al
solido p1 [V 11]. Luego cada uno de los sélidos rz, Q¥ guarda la misma razén con PI;
asi pues, el solido 1z es igual al solido @¥ [V 9]. Pero se ha demostrado que Q¥ es
igual a AE; por tanto, AE es también igual a rz.
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Ahora no formen angulos rectos las aristas laterales AH, ©K, BE, AM, I'N, OII, AZ, A
Pz con las bases AB, T'A.

Digo una vez mas que el s6lido AE es igual al sélido 1z.

Pues tracense desde los puntos K, E, H, M, I1, Z, N, = hasta el plano de referencia las
perpendiculares K=, ET, HY, M®, I1X, Z¥, NQ, I, y Unanse con el plano en los puntos =,
T,Y, ®, X, ¥, Q, 1.y trdcense =T, =Y, YO, TY, XQ, Ql, I¥. Entonces el solido ko es igual al
solido 111: porque estan sobre las bases iguales KM, Iz y tienen la misma altura y sus
aristas laterales forman angulos rectos con las bases [12 parte de la proposicion]. Pero
el solido Ko es igual al solido AE, y el (s6lido) 11 al (s6lido) r'z: porque estan sobre la
misma base y tienen la misma altura y (los extremos superiores de) sus aristas laterales
no estan sobre las mismas rectas [XI 30]. Luego el solido AE es igual al sélido rz.
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Por consiguiente, los solidos paralelogramos que estan sobre bases iguales y
tienen la misma altura son iguales entre si. Q. E. D.

Prorosicion 32
Los sdlidos paralelepipedos que tienen la misma altura son entre si como sus

bases.

Tengan la misma altura los sélidos paralelepipedos AB, TA.

Digo que los sélidos paralelepipedos AB, T'A son entre si como sus bases, es decir
que como la base AE es a la base 1z, asi el solido AB al solido TA.

Apliquese, pues, a la (recta) zH el (paralelogramo) ze igual a AE [I 45], y a partir
de la base zo y de la misma altura que la de ra complétese el sélido paralelepipedo
HK. Entonces el sélido AB es igual al s6lido HK: porque estan sobre bases iguales AE,
70 y (tienen) la misma altura [XI 31]. Y puesto que el solido paralelepipedo Ik ha
sido cortado por el plano AH que es paralelo a los planos opuestos, entonces, como la
base 'z es a la base zo, asi el solido ra al sélido ae [XI 25]. Pero la base ze es igual
a la base AE y el solido HK al s6lido AB; luego, como la base AE es a la base rz, asi
el s6lido AB al solido ra.
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Por consiguiente, los solidos paralelepipedos que tienen la misma altura son entre
si como sus bases. Q. E. D.



Prorosiciop 33

Los solidos paralelepipedos semejantes guardan entre si una razon triplicada de
la de sus lados correspondientes.

Sean AB, TA s6lidos paralelepipedos semejantes y sea el (lado) AE correspondiente
al (lado) rz.
Digo que el s6lido AB guarda con el solido ra una razén triplicada de la que el

(lado) AE (guarda con) el (lado) rz.
Sean EK, EA, EM el resultado de prolongar en linea recta las (rectas) AE, HE, ©E;

hagase EK igual a 1z, EA igual a zN, y ademds EM igual a zp; y complétense el
paralelogramo KA y el sélido Ko.

Ahora bien, como los dos (lados) KE, EA son iguales a los dos (lados) 1z, zN,
mientras que el angulo KEA es igual al angulo rzN: porque también el (dngulo) AEH es
igual al (4ngulo) rzN por la semejanza de los s6lidos AB, I'A; entonces el paralelogramo
KA es igual al paralelogramo IN. Por lo mismo el paralelogramo KM es también igual
y semejante al (paralelogramo) rp y ademas el (paralelogramo) EoO al Az; luego tres
paralelogramos del s6lido KO son iguales y semejantes a tres paralelogramos del so6lido
r'A. Pero los tres primeros son iguales y semejantes a sus tres opuestos y los otros
tres a sus opuestos [XI 24]; luego el sélido entero KO es igual y semejante al solido
entero I'A [XI Def. 10]. Complétese el paralelogramo HK y, tomando como bases los
paralelogramos HK, KA y con la misma altura que la de AB, complétense los solidos
EZ, AIl. Y puesto que, por la semejanza de los sélidos AB, I'A, como AE es a I'z, asi
EH a ZN y E@ a ZP, mientras que I'Z es igual a EK, ZN a EA y ZP a EM, entonces, como
AE es a EK, asi HE a EA y ©E a EM. Pero como AE es a EK, asi el (paralelogramo) AH
al paralelogramo HK, mientras que, como HE es a EA, asi HK a KA, y como ©E es a
EM, asi IE a KM [VI 1]; luego también, como el (paralelogramo) AH es al HK, asi el
(paralelogramo) HK al (paralelogramo) KA y el (paralelogramo) I1E al (paralelogramo)
KM. Pero como el (paralelogramo) AH es al (paralelogramo) HK, asi el solido AB al
solido E=, mientras que, como el (paralelogramo) HK es al (paralelogramo) KA, asi el
solido =E al s6lido 1A, y como el (paralelogramo) IIE es al (paralelogramo) KM, asi el
solido 11A al s6lido Ko [ X1 32]; luego, como el sdlido AB es al solido Ez, asi el (solido)
E= al (s6lido) 1A y el (solido) 1A al (s6lido) KO. Pero si cuatro magnitudes estan en
proporcion continua, la primera guarda con la cuarta una razon triplicada de la que
(guarda) con la segunda [V Def. 10]; luego el solido AB guarda con el so6lido KO una
razon triplicada de la que AB guarda con E=. Pero como el (s6lido) AB es al (solido)
E=, asi el paralelogramo AH al (paralelogramo) HK y la recta AE a la recta EK [VI 1];
de modo que el solido AB guarda con el so6lido KO una razon triplicada de la que AE
guarda con EK. Ahora bien, el sélido KO es igual al solido ra, y la recta EK a la (recta)
rz; por tanto, el solido AB guarda con el solido ra una razon triplicada de la que su
lado correspondiente AE guarda con el lado correspondiente 1z.
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Por consiguiente, los solidos paralelepipedos semejantes guardan entre si una
razon triplicada de la de sus lados correspondientes. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si cuatro rectas son (continuamente)
proporcionales, como la primera es a la cuarta, asi el soélido paralelepipedo
(construido) a partir de la primera al semejante y construido de manera semejante
sobre la segunda, porque también la primera guarda con la cuarta una razén triplicada
de la que (guarda) con la segunda®’.

Prorosicion 34

Las bases de los solidos paralelepipedos iguales estan inversamente
relacionadas con las alturas; y aquellos solidos paralelepipedos cuyas bases estan
inversamente relacionadas con sus alturas son iguales.

Sean AB, 1A sdlidos paralelepipedos iguales.

Digo que las bases de los solidos paralelepipedos AB, T'A estdn inversamente
relacionadas con sus alturas, (es decir que) como la base E© es a la base N1, asi la
altura del sélido ra a la altura del solido AB.
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Formen, pues, en primer lugar, angulos rectos con sus bases las aristas laterales
AH, EZ, AB, OK, T'M, NZ, OA, IIP.

son LG SUSEAQUIARES FRISH 14 PESFNTatiddMB 8¥1a la (base) N1, asi rv a A,
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seratanbicR plaAtizporgque los solidos paralelepipedos que tienen la misma altura

Ahora no sea igual la base E® a la base NI1, sino que es mayor E®. Pero el so6lido AB
es igual al solido ra, entonces I'M es también mayor que AH. Asi pues, hadgase I'T igual
a AH y complétese, sobre la base NI1 y con la altura rT, el solido paralelepipedo or. Y
como el sélido AB es igual al s6lido TA y el (solido) ro esta fuera y las (magnitudes)
iguales guardan la misma razoén con una misma (magnitud) [V 7], entonces, como el
solido AB es al solido ro, asi el sélido ra al sélido re. Pero como el solido AB es al
solido ro, asi la base Eo a la base NI1: porque los s6lidos AB, T'® son de la misma altura
[XT 32]; pero como el solido ra es al solido ro, asi la base M1t a la base 111 [ X1 25] y
r™M a I'T [VI 1]; luego como la base E® es a la base N11, asi Mr a I'T. Pero I'T es igual
a AH; entonces, como la base E® es a la base N1, asi MI" a AH. Luego las bases de los
solidos paralelepipedos AB, T'A estan inversamente relacionadas con las alturas.

Estén, ahora, las bases de los solidos paralelepipedos AB, ra inversamente
relacionadas con sus alturas, (es decir que) como la base E© es a la base N1, asi la
altura del solido ra a la altura del solido AB.

Digo que el solido AB es igual al solido ra.

Formen, a su vez, las aristas laterales angulos rectos con las bases. Y si la base
EO® es igual a la base NI1, y como la base Eo es a la base N11, asi la altura del sélido ra
a la altura del s6lido AB, entonces la altura del solido rA es igual a la altura del s6lido
AB. Pero los solidos paralelepipedos que estan sobre bases iguales y tienen la misma
altura son iguales entre si [XI 31]: luego el s6lido AB es igual al sélido ra.

Ahora no sea la base Eo igual a la base NI1, sino que E® sea mayor. Entonces la
altura del solido ra es también mayor que la altura del solido AB, es decir 'M (mayor)
que AH. Hagase de nuevo I'T igual a AH, y complétese de manera semejante el solido
ro. Y puesto que, como la base E@ es a la base NII, asi MI' a AH, y AH es igual a I'T,
entonces, como la base E© es a la base N1, asi 'M a I'T. Pero como la (base) Eo es a
la base Ni1, asi el solido AB al solido r@: porque los solidos AB, e son de la misma
altura [XI 32], Y como I'M es a I'T, asi la base mi1 a la base it [VI 1] y el s6lido ra
al sélido ro; y como el solido AB es al solido ro, asi el solido ra al sélido ro; luego
cada uno de los (solidos) AB, I'A guarda la misma razon con ro. Por tanto, el sélido
AB es igual al solido rA [V 9].

Ahora no formen las aristas laterales ZE, BA, HA, ©K, EN, AO, MT, PIT angulos rectos
con sus bases y tracense, desde los puntos z, H, B, K, £, M, A, P, perpendiculares a los
planos que pasan por E®, NII, y inanse con los planos en los (puntos) =, T, Y, @, X, Q,
¥, ¢, y complétense los sélidos zo, =Q.

Digo que también en este caso, si los solidos AB, I'A son iguales, sus bases estan
inversamente relacionadas con sus alturas, (es decir que) como la base Eo es a la base
NI1, asi la altura del solido ra a la altura del so6lido AB.
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Puesto que el solido AB es igual al solido ra, mientras que AB es igual a BT: porque
estan sobre la misma base, zK, y tienen la misma altura [XI 29, 30]; pero el sélido ra
es igual al s6lido A¥: porque estdn, a su vez, sobre la misma base pz y tienen la misma

altura [id.]. Entonces, el solido BT es igual al solido A¥; por tanto, como la base zK
es a la base =p, asi la altura del solido A¥ a la altura del sélido BT [12 parte]. Pero la

base zK es igual a la base E© y la base =P a la base NIT1; entonces, como la base Eo es a
la base N1, asi la altura del solido A¥ a la altura del solido BT. Pero las alturas de los
solidos A¥, BT son las mismas que las de Ar, BA; luego como la base E@ es a la base NI,
asi la altura del solido AT a la altura del solido AB. Por tanto, las bases de los solidos
paralelepipedos AB, I'A estan inversamente relacionadas con sus alturas.

Ahora estén inversamente relacionadas con sus alturas las bases de los solidos
AB, T'A (es decir que) como la base E® es a la base N1, asi la altura del solido ra a la
altura del solido AB.

Digo que el s6lido AB es igual al solido ra.
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Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como la base E® es a la base
N1, asi la altura del solido ra a la altura del solido AB, y la base Eo es igual a la base
7K, mientras que la (base) NI1 es igual a la base =P, entonces, como la base zK es a la
Bakas =0 wkas B Bl ritati@slesoligonismas allusies (et qHlediy apePedo ¢otosslidosomo a
base zK es a la base =p, asi la altura del s6lido A¥ es a la altura del solido BT. Luego
las bases de los solidos paralelepipedos BT, A¥ estan inversamente relacionadas con
sus alturas. Por tanto, el sélido BT es igual al solido A¥ [12 parte]. Pero el (s6lido) BT
es igual al solido BA: porque estan sobre la misma base, zK, y tienen la misma altura
[XI29, 30]. Y el solido A¥ es igual al sélido ra [id.].

Por consiguiente, el solido AB es igual al s6lido ra. Q. E. D.92.

Prorosicion 35

Si hay dos angulos planos iguales y se levantan desde sus vértices rectas elevadas
que comprendan angulos iguales respectivamente con las rectas iniciales, y se toman
unos puntos al azar en las rectas elevadas y, desde ellos, se trazan perpendiculares
a los planos en los que estan los angulos iniciales y se trazan rectas de los puntos
producidos en los planos a los (vértices de) los dngulos iniciales, (éstos)
comprenderdn con las rectas elevadas dngulos iguales®.

Sean BAT, EAZ dos angulos rectilineos iguales y levantense desde los puntos A, A,
las rectas elevadas AH, AM que comprendan con las rectas iniciales angulos iguales
respectivamente, a saber: el (dngulo) MAE (igual) al (angulo) HAB y el (dngulo) Maz al
(angulo) HAT; tdmense al azar los puntos H, M en las rectas AH, AM, y tracense de los
puntos H, M a los planos que pasan por BAT, EAZ, las perpendiculares HA, MN y Unanse
a los planos en los (puntos) N, A, y trdcense AA, NA.
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Digo que el angulo HAA es igual al angulo MAN.

Hagase Ae igual a AM, y tracese por el punto @ la (recta) oK paralela a HA. Pero HA
es perpendicular al plano que pasa por BAT; entonces ©K también es perpendicular al
plano que pasa por BAT [XI 8]. Tracense desde los puntos K, N las perpendiculares KT,
NZ, KB, NE a las rectas AB, AT, AZ, AE y tracense Or, TB, Mz, ZE. Puesto que el (cuadrado)
de @A es igual a los (cuadrados) de oK, KA y los (cuadrados) de KT, 'A son iguales al
de kA [I 47], entonces el (cuadrado) de ©A también es igual a los de ©K, KT, 'A. Pero
el (cuadrado) de er es igual a los de ok, KI [I 47]; entonces el (cuadrado) de A es
igual a los de er, ra. Luego el angulo era es recto [I 48]. Por lo mismo el dngulo
AzZM también es recto. Por tanto, el angulo Are es igual al AzM. Pero el (dngulo) AT
es igual al dngulo MAz. Luego MAZ, ©AT son dos tridngulos que tienen dos angulos
iguales a dos angulos respectivamente y un lado igual a un lado, el que subtiende uno
de los angulos iguales, es decir: el (Iado) ©A (que es igual) a MA; entonces tendran los
lados restantes iguales respectivamente a los lados restantes [I 26]. Por tanto, AT es
igual a Az. De manera semejante demostrariamos que AB también es igual a AE. Pues
bien, como AT es igual a AZ y AB a AE, entonces los dos (lados) r'A, AB son iguales
a los dos lados za, AE. Pero el angulo rAB es igual también al dngulo ZAE; entonces
la base BI es igual a la base Ez y el tridngulo al tridngulo y los dngulos restantes a
los angulos restantes [I 4]; por tanto, el angulo ArB es igual al AzE. Pero el dngulo
recto ATK es igual al (d&ngulo) recto AzN. Entonces el (dngulo) restante BI'K es también
7adallalegmBiiko Efds taitel ey tridngulosusniicnen dog anguioxigdalgs sl dos@nguloy
respectivamente y un lado a un lado, el correspondiente a los angulos iguales, es decir
BT (que es igual) a Ez; entonces tendran los lados restantes iguales a los lados restantes
[I 26], Luego TK es igual a zN. Pero Al es también igual a Az; luego los dos (lados)
AT, TK son iguales a los dos (lados) Az, zN; y comprenden angulos rectos. Por tanto,
la base AK es igual a la base AN [ 4]. Y como A6 es igual a AM, el (cuadrado) de Ae es
igual al (cuadrado) de AM. Pero los (cuadrados) de AK, K© son iguales al (cuadrado)
de Ae, porque el (angulo) AKe es recto [ 47]; y los (cuadrados) de AN, NM son iguales



al (cuadrado) de aM, porque el angulo ANM es recto [I 47]. Entonces los (cuadrados)
de AK, Ko son iguales a los (cuadrados) de AN, NM y de ellos, el (cuadrado) de AK es
igual al (cuadrado) de AN; luego el (cuadrado) restante de Ko es igual al (cuadrado)
de NM; por tanto, ©K es igual a MN. Y como los dos (lados) ®A, AK son iguales a los
dos (lados) MA, AN respectivamente, y se ha demostrado que la base oK es igual a la
base MN, entonces el dangulo ®AK es igual al angulo MAN [I §8].

Por consiguiente, si hay dos d&ngulos planos iguales, y lo que sigue del enunciado.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si hay dos angulos planos iguales y se levantan
desde ellos rectas iguales que comprendan angulos iguales respectivamente con las
rectas iniciales, las perpendiculares trazadas desde (los extremos de) ellas hasta los
planos en los que estan los angulos iniciales, son iguales entre si. Q. E. D.

ProrosicioN 36

Si tres rectas son proporcionales, el solido paralelepipedo (construido) a partir
de ellas es igual al solido paralelepipedo (construido) a partir de la media
(proporcional), equilatero y equiangular con el antedicho solido.

Sean proporcionales las tres rectas A, B, I, (es decir que) como AesaB, asiBar.

Digo que el so6lido (construido) a partir de A, B, T es igual al solido (construido)
a partir de B, equilatero y equiangular con el antedicho.

Pongase el angulo sélido correspondiente a E comprendido por los (dngulos) AEH,
HEZ, ZEA, y hdganse las rectas AE, HE, EZ iguales a B respectivamente y complétese el
solido paralelepipedo EK; hagase AM igual a A y constriiyase sobre la recta AM y en su
punto A un angulo sélido igual al dngulo sélido correspondiente a E, el comprendido
por los (4ngulos) NAZ, =AM, MAN; hagase A= igual a B 'y AN igual a 1. Y dado que,
como AesaB,asiBar,yAesigual a AM, y B a cada una de las (rectas) AZ,EA, yT' a
AN; entonces, como AM es a EZ, asi AE a AN. Y los lados que comprenden los angulos
iguales NAM, AEZ estan inversamente relacionados; entonces, el paralelogramo MN es
igual al paralelogramo Az [VI 14]. Ahora bien, como AEZ, NAM son dos dngulos planos
rectilineos iguales y se han levantado sobre ellos las rectas Az, EH iguales entre si y
que comprenden angulos iguales respectivamente con las rectas iniciales, entonces
las perpendiculares trazadas de los puntos H, = a los planos que pasan por NAM, AEZ

son iguales entre si [XI 35 Por.]; de modo que los solidos Ae, EK tienen la misma
altura. Pero los so6lidos paralelepipedos que estan sobre bases iguales y (tienen) la

misma altura son iguales entre si [XI 31]; luego el solido @A es igual al solido EK. Y
A0 es el solido (construido) a partir de A, B, T, y EK el sélido (construido) a partir de
B; por tanto, el sdlido paralelepipedo (construido) a partir de A, B, I es igual al s6lido
(construido) a partir de B, equilatero y equiangular con el (s6lido) antedicho. Q. E. D.
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Prorosicion 37

Si cuatro rectas son proporcionales, los sdlidos paralelepipedos semejantes y
construidos de manera semejante a partir de ellas serdn también proporcionales; y
si los solidos paralelepipedos semejantes y construidos de manera semejante a partir
de ellas son proporcionales, también las propias rectas seran proporcionales.

Sean proporcionales las cuatro rectas AB, T'A, EZ, HO, (es decir que) como AB es a
A, asi EZ a HO, y constrilyanse a partir de AB, TA, EZ, HO los solidos paralelepipedos
KA, AT, ME, NH semejantes y situados de manera semejante.
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Digo que, como KA es a AT, asi ME a NH.

Pues dado que el solido paralelepipedo KA es semejante al (solido paralelepipedo)
AT, entonces KA guarda con AT una razon triplicada de la que AB guarda con ra [XI
33]. Por lo mismo, ME guarda con NH una razon triplicada de la que Ez guarda con HO
[id.]. Y como AB es a T'A, asi EZ a HO. Entonces, como AK es a AT, asi ME a NH.

Pero ahora, como el solido AK es al sélido AT, sea asi el solido ME al s6lido NH.

Digo que, como la recta AB es a la (recta) r'a, asi la (recta) Ez a la (recta) He.

Pues dado que KA guarda a su vez con AT una razon triplicada de la que AB guarda
con ra [XI 33], y ME guarda también con NH una razon triplicada de la que Ez guarda
con HO [id.], y como KA es a AT, asi ME a NH, entonces, como AB €s a I'A, asi EZ a HO.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales y lo que sigue del enunciado.
Q. E. D.9,

Si los lados de los planos opustosogeciincdBo se dividen en dos partes iguales
y se trazan planos a través de las secciones, la seccion comun de los planos y el
diametro del cubo se dividen mutuamente en dos partes iguales.

Dividanse en dos, pues, los lados de los planos opuestos 1z, A, del cubo Az por
los puntos K, A, M, N, E, I, O, P, y tracense los planos KN, =P a través de las secciones,
y sea Y= la seccion comun y AH la diagonal del cubo.

Digo que YT es igual a TS y AT a TH.

Pues tracense AY, YE, BZ, TH. Y como A= es paralela a OE, los dngulos alternos
AZY, YOE son iguales entre si [1 29]. Y como A= es igual a OE y =Y a YO y comprenden
angulos iguales, entonces la base AY es igual a la base YE y el tridngulo A=Y es igual al
triangulo OYE y los 4ngulos restantes son iguales a los angulos restantes [I 4]. Luego
el angulo =vA es igual al &ngulo OYE. Por eso AY= es una recta [I 14]. Por lo mismo BzH
es también una recta, y BT es igual a TH. Y como I'A es igual y paralela a AB, mientras



que T'A también es igual y paralela a EH, entonces AB es igual y paralela a EH [XI 9].
Y las rectas AE, BH las unen; luego AE es paralela a BH [I, 33]. Por tanto, el angulo
EAT es igual al (dngulo) BHT, porque son alternos [I 29]; y el (dngulo) ATY es igual
al (dngulo) HTz [I 15], Entonces ATY, HTE son dos tridngulos que tienen dos angulos
(del uno) iguales a dos angulos (del otro) y un lado igual a un lado, el que subtiende
a uno de los angulos iguales, AY (que es igual) a Hz, porque son mitades de AE, BH;
y tendran también los lados restantes iguales a los lados restantes [I 26]. Por tanto,
AT esiguala THy YT a T=.
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Por consiguiente, si se dividen en dos partes iguales los lados de los planos
opuestos de un cubo, y se trazan planos a través de las secciones, la seccion comun de
los planos y el didmetro del cubo se dividen mutuamente en dos partes iguales. Q. E. D.

Prorosicion 39

Si dos prismas tienen la misma altura y uno tiene como base un paralelogramo
v el otro un triangulo y el paralelogramo es el doble del triangulo, los prismas serdan
iguales.

Sean ABIAEZ, HOKAMN dos prismas de la misma altura y tenga el primero como
base el paralelogramo Az, y el segundo el triangulo HOK. Y sea el paralelogramo Az
el doble del triangulo HEK.

B A M

(1]

E Z

H

Digo que el prisma ABI'AEZ es igual al prisma HOKAMN.

Complétense, pues, los solidos Az, HO. Como el paralelogramo Az es el doble del
triangulo HEK, y el paralelogramo oK el doble del triangulo HeK [I 34], entonces el
paralelogramo Az es igual al paralelogramo ek. Pero los so6lidos paralelepipedos que
estan sobre bases iguales y tienen la misma altura son iguales entre si [XI 31]; luego
el sélido A= es igual al s6lido HO. Y el prisma ABIAEZ es la mitad del solido A=z y el
prisma HOKAMN, la mitad del solido HO [XI 28]; por tanto, el prisma ABT'AEZ es igual
al prisma HOKAMN.

Por consiguiente, si dos prismas tienen la misma altura y uno tiene como base un
paralelogramo y el otro un tridngulo y el paralelogramo es el doble del triangulo, los
prismas son iguales. Q. E. D.



43 1a definicion de sélido es tradicional. La palabra stereén «solidox, es un adjetivo que, en geometria, hace
referencia a séma, «cuerpo», o skhéma, «figuray.

PLATON, en Menon 76a, «una figura es aquello que limita lo s6lidow, parece identificar stéreon con séma,
mientras que en Euclides se identifica con skhéma. En Sofista 235d habla de producir una imitacion teniendo en
cuenta las proporciones del modelo en largo, ancho y profundo. En Leyes 817e coloca entre los tres mathé mata
el arte de medir longitud, profundidad y anchura. Segin MUGLER (Dictionaire de la terminologie geométrique
des grecs, op. cit., pag 93) Platon se refiere a la tercera dimension de tres formas: bdthous aiikse, trité aikse, on
kybo aukse. Por otra parte, la palabra bdthos «profundidad» se aplica en Platon tanto al cuerpo sélido como a la
tercera dimension: Rep. 528d «después de la geometria, hablé de la astronomia que implica movimiento de un
solido (bathous).

Aristoteles, por su parte, en Metafisica 1020a 11-14 dice: «lo continuo en una direccion es longitud, en
dos direcciones anchura y en tres profundidad... longitud es una linea, anchura una superficie, profundidad un
cuerpo» identificando bathos con séma. En Topicos V1 5, 142b 24 «un cuerpo es lo que tiene tres dimensiones»
(diastaseis). En Metafisica 1066b32 «lo que tiene dimension por todas partesy».

Herén (Def. 11) combina las dos formas de definir un soélido: «un cuerpo sélido es el que tiene longitud,
anchura y profundidad o el que cuenta con las tres dimensiones».

Teon (pag. 111, 19, ed. Hiller) dice: «lo que es extensible y divisible en tres direcciones es un sélido, que
tiene longitud, anchura y profundidady.

44 Euclides establece una diferencia entre orthé «ortogonaly, término utilizado para el caso de rectas (o
planos) que forman angulos rectos con un plano, y pros orthds, empleado para rectas que forman angulos rectos
con otras rectas en un plano. El término kdthetos, «perpendicular», se utiliza de un modo mas generalizado.

Herén (Def. 115) adopta esta definicion y la siguiente casi con las mismas palabras.

Se establece en XI 4 el hecho de que una recta pueda relacionarse con un plano de la forma que se describe
en esta definicion.

45 En suma, se trata del angulo de la recta con su proyeccion en el plano.
46 Hoy en dia hablariamos de angulo diedro.

47 Her6n (115) presenta la misma definicion de planos paralelos. El término asymptétos «no concurrentex»
se ha utilizado posteriormente para las asintotas de curvas.

48 Simson discute la autenticidad de esta definicion por dos razones:

En primer lugar, dice que no es una definicion sino un teorema que debe ser probado por el método de la
superposicion o de alguna otra manera, por tanto no debia haberse colocado entre las definiciones. En segundo
lugar, porque es falsa, segun demuestra con un ejemplo (Cf. SIMSON, ed. cit., pags. 339-41). Considera, entonces,
que esta definicion ha sido interpolada por Tedn o algun otro editor.

Legendre comparte las objeciones de Simson y las amplia a la definicion 9 (Cf. HEATH, op. cit., 111, pags.
266-67).

Heath sin embargo piensa que las definiciones 9 y 10 se refieren unicamente a figuras compuestas por
angulos solidos triédricos y en este caso, que es el tinico que Euclides tiene en cuenta, sus afirmaciones son
«verdaderas y admisiblesy.

Heron define las figuras sélidas semejantes como aquellas que estan comprendidas por planos semejantes y
situados de manera semejante. En recuerdo del principio de «caridad» que Donald Davidson postula en el mundo
de la interpretacion, conviene entender que se refiere a poliedros convexos.

49 Como hace notar el escoliasta, no se trata de una definicién propiamente dicha, sino de la descripcion del
modo de generar una esfera. Pero Euclides define de esta forma la esfera porque utilizara este modo de concebirla
en las ultimas proposiciones del libro XIII para probar que los vértices de los poliedros regulares tocan la superficie
de las esferas que los circunscriben. De hecho, prueba que los vértices de dichas figuras tocan los semicirculos
descritos sobre ciertos diametros de las esferas.

La nocién definitoria no genética de esfera es antigua. En ARISTOTELES, la caracteristica propia de la
esfera es que sus extremos distan lo mismo del centro (Acerca del cielo 11, 14, 297a 24). Herdén usa la misma
formula que Euclides utiliza para definir el circulo: «Una esfera es una figura sélida limitada por una superficie
tal que todas las rectas que caen en ella desde un punto interior de la figura son iguales entre si».

30 Con estas definiciones del libro XI entramos en el tltimo campo temético de los Elementos: la geometria
del espacio. El interés de los matematicos griegos por la geometria de los so6lidos («cuerpos» o «figuras») responde



a diversas fuentes de inspiracion y de desarrollo. Unas podrian decirse mas bien «externas» —en nuestra
perspectiva profesionalizada de las matematicas que nos hace ver demarcaciones entre los miembros de esta
familia (e. g. entre geometria y astronomia, entre aritmética y musica), que los antiguos griegos no solian marcar
—; las otras mas bien «internasy». Entre las fuentes «externas» cuentan ciertas ideas cosmologicas, en particular
la tradicion que consideraba los solidos regulares como encarnacion o figura de los «cuerpos cosmicosy. En este
sentido, es elocuente la conjetura del Timeo de Platon acerca de las correspondencias entre los cuatro primeros
solidos y las particulas de los cuatro elementos, es decir: entre la piramide o tetraedro y el fuego; el cubo o
hexaedro y la tierra; el octaedro y el aire; el icosaedro y el agua (Timeo, 55¢-56b); para colmo, el dodecaedro
podia ser la figura del universo mismo. Una tradicion neopitagorica, de la que se hace eco AECIO (Placita, 11
6, 5), atribuye a Pitagoras tanto el conocimiento de los cinco poliedros como su asociacion a los elementos y
al conjunto del cosmos —raro poder de presciencia el de este Pitagoras, capaz de conocer cosas para las que
alin no existen condiciones de conocimiento (e. g. la investigacion sobre inconmensurables que subyace en la
construccion de los poliedros, en particular del dodecaedro; la «teoria de los elementos» de Empédocles)—. El
escolio 1.° del libro XIII pretende, a su vez, que la piramide, el cubo y el dodecaedro ya habian atraido la atencion
de los pitagodricos, mientras que el octaedro y el icosaedro habian sido estudiados por Teeteto. Es una pretension
mas sensata, pero ambigua, al menos en la medida en que pasa por alto la diferencia entre el hallazgo o el interés por
ciertas figuras y la construccion geométrica de los poliedros sobre la base tedrica pertinente. En este sentido, fueran
cuales fueran los motivos filos6ficos o estéticos pitagéricos, la conversion de los poliedros regulares en un asunto
geométrico parece deberse sobre todo al trabajo de matematicos como Teeteto —a quien, por cierto, Suda atribuye
un escrito sobre estos cinco solidos (edic. Ginebra, 1619; 1 1295, 1-5)—. También revisten especial importancia
los planteamientos astronoémicos, asociados a modelos cosmoldgicos, que guiaban el estudio de la geometria
esférica. Un hito preeuclideo singular en esta linea es La esfera en movimiento de Autdlico de Pitania, el primer
tratado matematico-cientifico griego que hoy se conserva (cf. edic. G. AUJAC, Paris, 1979). Entre las fuentes o
motivos mas «internos» cabe mencionar la investigacion de medias proporcionales (cf. Timeo, 31¢c-32b), al calor
de antiguos problemas como el de la duplicacion del cubo; el analisis de magnitudes no expresables racionalmente
emprendido por Teeteto y desarrollado en el libro X; los estudios sobre sélidos, como los resultados de Democrito
y de Eudoxo que recuerda Arquimedes y se hallan reflejados en el libro XII (e. g., en las proposiciones 2, 7, 10, 18).

El planteamiento de Euclides es una muestra elocuente no solo de la madurez de esta tradicion clasica de
la geometria griega (la tradicién Teeteto-Eudoxo), sino de las limitaciones de la matematica griega a la hora
de explicitar ciertos supuestos. Euclides, por ejemplo, tiende a pasar del modo mas tacito y natural desde los
resultados acerca de un plano hasta la solucion de problemas que envuelven mas de un plano: la geometria de los
solidos no parece requerir ni postulados especificos, ni la explicitacion de su relacion con la anterior geometria
plana. En consecuencia, no aparecen especificadas en los Elementos las relaciones entre planos y puntos, planos
y lineas, planos y planos. Pero la limitacion mas sustancial es la de una geometria del espacio que carece de una
nocién propia y expresa de espacio geométrico —en curioso contraste con la preocupacion del pensamiento griego
por el espacio cosmoldgico o por el lugar fisico, cf. «Introduccion general», Elementos. Libros I-IV, pags. 97,
108-110. Por lo demas, esa carencia del debido nivel de abstraccion conceptual mal puede suplirse con la mera
indicacion del caracter tridimensional de las figuras que se van a tratar en este nuevo campo tematico.

31 «Plano de referencia» recoge los dos sentidos posibles del griego 16 hypokeiménon epipedon: a) el plano
que esta debajo con respecto a otro mas elevado meteoroteron, y b) el plano dado o acordado.

Por otra parte, HEATH (op. cit., pag. 272) hace notar que las pruebas de las tres primeras proposiciones del
libro X1 son insatisfactorias. Buena sefial es que Euclides no es capaz de hacer ninglin uso de su definicion de plano
para éstas. En realidad se basa en supuestos sobre planos que deberia haber declarado de modo analogo a como
habia adelantado postulados sobre rectas en el libro I. Algunos de estos postulados tacitos podrian formularse

como sigue:
XI1* Si dos puntos estan en un plano también lo esta la recta que pasa a través de ellos.
2% Tres puntos cualesquiera que no estén en linea recta determinan un plano.
3% Si dos planos se cortan, lo hacen en una recta.
4% Para todo plano hay un punto que no esta en €. (El proposito general de este supuesto es

generar nuevos planos.)
Para mas detalles, cf. MUELLER, Philosophy of Mathematics..., op. cit., pags. 208 ss.

32 Es discutible el valor de la prueba de esta proposicion dado que Euclides sélo considera ciertos triangulos
y ciertos cuadrilateros que forman parte del triangulo inicial. SIMSON (op. cit., pag. 193) enuncia el teorema
como sigue: «Si dos rectas se cortan una a otra, estaran en un plano; y tres rectas cualesquiera, que se encuentran
mutuamente, estan en un plano.



33 SIMSON suprime el pasaje «entonces AEB, AZB no son rectas. De manera semejante demostrariamos
que no habra ninguna otra (recta) trazada de A a B excepto AB, la secciéon comtn de los planos AB, BI'», por
considerarlo superfluo. Cf. op. cit., pag. 346.

34 Aunque Euclides enuncia esta proposicion para cualquier angulo sélido, solo la prueba para el caso
particular del angulo triedro. Una interpretacion piadosa seria entender que la prueba de los otros casos se deja
al aplicado lector. Heath suele dar abundantes muestras de piedad en este sentido. Una es la presente proposicion
(op. cit., pag 310). De todos modos es la actitud hermenéutica mas congruente con la dimension escolar y los
propositos didacticos que suelen atribuirse a los Elementos.

33 El texto griego da una prueba alternativa que Heiberg relega al apéndice. Simson selecciona esta prueba
alternativa en su edicion (Edic. cit., pag. 209). Desde el punto de vista logico esta opcion de Simson seria la
preferible (Cf. MUELLER, op. cit., pag. 215), aunque parezca mas alejada del presunto proceder de Euclides.

36 Euclides, como de costumbre, presenta la prueba para un sélo caso, aquel en que Z, el centro del circulo
que circunscribe al tridngulo I[TAN, cae dentro del tridngulo. La prueba de los otros dos casos aparece en el texto
griego detras de la clausula hoper édei poiésai. Esta posicion hace suponer que las pruebas no son de Euclides
sino que se trata de una interpolacion (Cf. HEATH, op. cit., 111, pag. 319). Al final del lema aparece la insélita
clausula hoper proékeito poiésai, en vez de la habitual hoper édei poiésai.

37 Como sefiala Heiberg, el enunciado de esta proposicion es defectuoso, pues no dice expresamente que el
cuerpo que se considera esta limitado s6lo por seis planos. Un enunciado mas correcto seria: «Si un solido esta
comprendido por seis planos paralelos dos a dos, las caras opuestas son paralelogramos respectivamente iguales
y semejantes.»

Simson afiade «semejantes» porque esta condicién es necesaria para que, en la proposicion siguiente, la
igualdad de los paralelepipedos se pruebe a partir de la def. 10 del libro XI.

38 El adjetivo parallélepipedos aparece por primera vez aqui sin ninguna explicacion o definicién como
sucedia con el término parallelogramon. Aunque significa «de planos paralelosy, se aplica especificamente a los
s6lidos que son comprendidos por seis planos paralelos dos a dos.

Las caras opuestas en cada grupo de solidos en esta proposicion no sélo son iguales sino también semejantes.
Euclides infiere la igualdad de los sélidos a partir de XI Def. 10. Segtin explicamos en la nota 47, esta definicion
es valida s6lo en el caso de que los angulos sélidos no estén comprendidos por mas de tres angulos planos.

39 Simson observa que se deberia haber probado que las diagonales de dos caras opuestas estan en un plano
antes de decir que se trace el plano que pasa a través de ellas. Pero hay una dificultad mas importante que parece
haberle pasado desapercibida. Euclides presenta dos prismas comprendidos por caras iguales (de hecho son iguales
y semejantes) e infiere directamente que los prismas son iguales. Pero no son iguales en el sentido en que se ha
empleado el término hasta ahora, es decir en el de que pueden ser aplicados uno a otro. No pueden ser aplicados
asi porque las caras, aunque son iguales respectivamente, no estan situadas de manera semejante; en consecuencia
los prismas son simétricos y debe ser probado que, aunque no son iguales y semejantes, son equivalentes, como
ha sugerido Legendre (Cf. HEATH, op. cit., 111, pags. 331-33).

90 Hai ephestésai o hai ephestékyiai quiere decir literalmente «las (rectas) levantadas». MUGLER traduce
(op. cit., pag. 210) por «aristas laterales», pero en este contexto, habria que aclarar que se trata de los extremos
o vértices de tales aristas.

61 Heiberg duda de la autenticidad del porisma. Por otra parte, Simson afiade un teorema muy Wtil que
esperariamos encontrar en este lugar por analogia con VI 23 —en relacion con VI 19-20—: «Los paralelepipedos
contenidos por paralelogramos respectivamente equidngulos, esto es cuyos angulos solidos son entre si iguales,
estan uno a otro en la razén compuesta de las razones de sus lados» (Cf. SIMSON, op. cit., pag, 232, prop. D).

62 Eyclides asume sin prueba: a) que si dos paralelepipedos son iguales y tienen bases iguales, sus alturas
son iguales, y b) que, si las bases de dos paralelepipedos iguales son desiguales, el que tiene la base mayor, tiene
la altura menor (Cf. HEATH, op. cit., pag. 349).

63 Este largo enunciado se podria sintetizar de la siguiente manera: «En dos angulos triedros iguales cada
par de aristas homoélogas forman angulos iguales con el plano de las otras dos.»

%4 En esta proposicion se asume que, si dos razones son iguales, la razon triplicada de una es igual a la
razon triplicada de la otra, y a la inversa: si las razones triplicadas de otras dos razones son iguales, esas otras
razones son iguales.

Por otra parte, Simson adopta la prueba alternativa que se encuentra en el manuscrito b. Esta demostracion
es aceptada también por Clavio que ademas aduce la prueba que Heiberg considera genuina atribuyéndola a Teén.



LIBRO DUODECIMO

Prorosicion 1

Los poligonos semejantes inscritos en circulos son uno a otro como los cuadrados
de los diametros.

Sean ABI', ZH6 los circulos y sean ABI'AE, ZHOKA los poligonos semejantes inscritos
en ellos, y sean BM, HN los diametros de los circulos.

Digo que, como el cuadrado de BM es al cuadrado de HN, asi el poligono ABI'AE
al poligono ZHOKA.



A

Tracense, pues, BE, AM, HA, ZN. Y como el poligono ABIAE es semejante al
poligono ZHOKA, el &ngulo BAE es igual al (dngulo) HZA, y como BA es a AE, asi HZ a ZA
[VI Def. 1]. Entonces BAE, HZA son dos tridngulos que tienen un angulo (de uno) igual
a un angulo (del otro) —el dngulo BAE al &ngulo HZA— y los lados que comprenden
los dngulos iguales, proporcionales; luego los triangulos ABE, HZA son equiangulares
[VI 6]. Por tanto, el angulo AEB es igual al (4ngulo) zAH. Pero el (angulo) AEB es
igual al (4ngulo) AMB: porque estan sobre la misma circunferencia [III 27]%; y el
(angulo) zAH es igual al (angulo) zNH; entonces el (dngulo) AMB es también igual al
(angulo) zNH. Pero el (d&ngulo) recto BAM es igual al (dngulo) recto HzN [III 31]; luego
el (dngulo) restante es igual al (angulo) restante [I 32]. Por tanto, los triangulos ABM,
ZHN son equiangulares. Luego, proporcionalmente, como BM es a HN, asi BA a HZ [VI
4]. Pero el cuadrado de BM guarda con el cuadrado de HN una razén duplicada de la
que BM guarda con HN, y el poligono ABTAE guarda con el poligono ZHOKA una razén
duplicada de la que BA guarda con Hz [VI 20]; entonces, como el cuadrado de BM es
al cuadrado de HN, asi el poligono ABTAE es al poligono ZHOKA.

Por consiguiente, los poligonos semejantes inscritos en circulos son uno a otro
como los cuadrados de los diametros. Q. E. D.




Prorosicion 2

Los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus diametros.

Sean ABI'A, EZHO los circulos y BA, 7@ sus diametros.

Digo que, como el circulo ABra es al circulo EzH®, asi el cuadrado de Ba al
cuadrado de ze.

Pues si el circulo ABra no fuera al (circulo) EzZH® como el cuadrado de Ba es al
(cuadrado) de ze, (entonces), como el (cuadrado) de Ba es al (cuadrado) de ze, asi
serd el circulo ABTA a un drea menor que el circulo EZH® o a una mayor.

Séalo en primer lugar a un area menor x; inscribase el cuadrado EzHe en el circulo
EZH®; entonces el cuadrado inscrito es mayor que la mitad del circulo EzH®; porque
si trazamos tangentes al circulo por los puntos E, z, H, ©, el cuadrado EzH® es la mitad
del cuadrado circunscrito en torno al circulo y el circulo es menor que el cuadrado
circunscrito; de modo que el cuadrado inscrito EZH® es mayor que la mitad del circulo
EzHO. dividanse en dos partes iguales las circunferencias Ez, ZH, HO, ©E por los puntos
K, A, M, N, y tracense EK, Kz, ZA, AH, HM, MO, 6N, NE; entonces cada uno de los
triangulos EKZ, ZAH, HM®, ONE es mayor que la mitad del segmento de circulo en
que se halla: porque si trazamos tangentes al circulo por los puntos K, A, M, N, y
completamos los paralelogramos sobre las (rectas) Ez, ZH, HO, ©E, cada uno de los
triangulos EKZ, ZAH, HM®, ONE sera la mitad del paralelogramo en que se halla; pero el
segmento en que se halla es menor que el paralelogramo, de modo que cada uno de los
triangulos EKz, ZAH, HM®, ONE es mayor que la mitad del segmento de circulo en que
se halla. Entonces, si dividimos en dos las restantes circunferencias y trazamos rectas
y procedemos asi sucesivamente, dejaremos ciertos segmentos de circulo que seran
menores que el exceso con que el circulo EzZHe excede al area =: pues se ha demostrado
en el primer teorema del libro X que, si se ponen dos magnitudes desiguales y se quita
de la mayor una (magnitud) mayor que su mitad y, de la que queda, (se quita) una
(magnitud) mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedara una magnitud que sera
menor que la magnitud menor dada.
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Quede, pues (como se ha dicho), y sean EK, KZ, ZA, AH, HM, M@, ©N, NE los
segmentos del circulo EZH® menores que el exceso con que el circulo EzZHeO excede al
area x. Entonces el poligono restante EKZAHM®ON es mayor que el area x. E inscribase
en el circulo ABIA el poligono AZBOITIAP semejante al poligono EKZAHMGON; entonces,
como el cuadrado de BaA es al cuadrado de z6, asi el poligono A=BOrTIAP es al poligono
EKZAHMON [XII 1]. Pero también, como el cuadrado de Ba es al (cuadrado) de zeo, asi
el circulo ABTA es al area =; entonces, como el circulo ABra es al area z, asi el poligono
AEBOITIAP es al poligono EKZAHMGN [V 11]; luego, por alternancia, como el circulo
ABTA es al poligono inscrito en ¢él, asi el area x al poligono EKZAHMGN [V 16]. Pero
el circulo ABrA es mayor que el poligono inscrito en €l; entonces = también es mayor
que el poligono EKZAHMGN. Pero también es menor; lo cual es imposible. Luego el
circulo ABI'A no es a un area menor que el circulo EzHe como el cuadrado de BA es al
cuadrado de ze. De manera semejante demostrariamos que el circulo EzZH© tampoco
es a un area menor que el circulo ABra como el cuadrado de ze es al cuadrado de Ba.

Digo ahora que el cuadrado de BA tampoco es al cuadrado de ze como el circulo
ABT'A a un area mayor que el circulo EzHe.

Pues, si fuera posible, séalo a un (area) mayor =. Entonces, por inversion, como
el cuadrado de zo es al cuadrado AB, asi el area = al circulo ABra. Ahora bien, como
el area = es al circulo ABrA, asi el circulo EZHe a un area menor que el circulo ABra;
entonces, como el cuadrado de ze es al cuadrado de Ba, asi el circulo EzZH® a un area
menor que el circulo ABra [V 11]; lo cual se ha demostrado que es imposible. Por
tanto, el circulo ABI'A no es a un area mayor que el circulo EzH® como el cuadrado de



BA es al cuadrado de ze. Pero se ha demostrado que tampoco a un area menor; por
tanto, como el cuadrado de BA es al cuadrado de zo, asi el circulo ABra al circulo EzZH®.

Por consiguiente, los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus didmetros.
Q. E. D.%,

LEMA

Digo ahora que, si el area = es mayor que el circulo EzZH®, como el area = es al
circulo ABTA, asi el circulo EzHO a un drea menor que el circulo ABTA.

Pues, como el area = es al circulo ABTA, sea asi el circulo EzHe al area T.

Digo que el area T es menor que el circulo ABra. Porque, efectivamente, como el
area x es al circulo ABraA, asi el circulo EzHe al area T, luego, por alternancia, como
el area = es al circulo EzHe, asi el circulo ABra al area T [V 16]. Y el area = es mayor
que el circulo EzHe; por tanto, el circulo ABra también es mayor que el area T. De
modo que, como el area = es al circulo ABIA, asi el circulo EZHO a un area menor que
el circulo ABTA. Q. E. D.

ProrosicioN 3

Toda piramide que tiene como base un triangulo se divide en dos piramides
iguales, semejantes una a otra y a la (piramide) entera, que tienen triangulos como
bases, y se divide en dos prismas iguales, y los dos prismas son mayores que la mitad
de la piramide entera.

Sea una piramide cuya base es el tridangulo ABT y su vértice el punto A.

Digo que la piramide ABrA se divide en dos pirdmides iguales una a otra que tienen
tridngulos como bases y semejantes a la piramide entera, y en dos prismas iguales; y
que los dos prismas son mayores que la mitad de la piramide entera.
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Dividanse, pues, en dos partes iguales AB, BT, ['A, AA, AB, AT por los puntos E, Z, H,
0, K, A; y trdcense OE, EH, HO, OK, KA, AO®, KZ, ZH. Puesto que AE es igual a EBy A® es
igual a A®, entonces EO es paralela a AB [VI 2]. Por lo mismo, 6K es también paralela
a AB. Entonces @EBK es un paralelogramo; luego oK es igual a EB [I 34], Pero EB es
igual a EA; por tanto, AE es también igual a ek, Pero Ae es igual a ©A; entonces las
dos (rectas) EA, A® son iguales respectivamente a las dos (rectas) Ko, 0a; y el angulo
EA® es igual al angulo KeA; asi pues, la base E@ es igual a la base Ka [I 4]. Luego el
tridngulo AE® es igual y semejante al tridngulo 6KA. Por lo mismo, el triangulo AeH
es también igual y semejante al triingulo ®@AA. Y como las dos rectas que se tocan Ee,
©H, son paralelas a las dos rectas que se tocan KA, AA y no estan en el mismo plano,
comprenderan angulos iguales [XI 10]. Entonces, el angulo EeH es igual al dngulo
KAA. Y como las dos rectas E@, ©H son iguales respectivamente a las dos (rectas) KA,
AA, 'y el angulo EeH es igual al angulo KAA, entonces la base EH es igual a la base KA



[I 4]; luego el tridngulo EeH es igual y semejante al tridngulo KAA. Por lo mismo, el
triangulo AEH es también igual y semejante al triangulo ©kA. Por tanto, la piramide
cuya base es el triangulo AEH y su vértice el punto © es también igual y semejante
a la piramide cuya base es el tridngulo ©kA y su vértice el punto A [XI Def. 10]. Y
puesto que ©K ha sido trazada paralela a uno de los lados del triangulo AAB, el (lado)
AB, los triangulos AAB, A@K son equiangulares [ 29] y tienen los lados proporcionales;
luego el triangulo AAB es semejante al triangulo Ak [VI Def. 1]. Por lo mismo, el
tridngulo ABT es semejante al tridangulo AKA y el (tridngulo) AAT al (tridngulo) AAe.
Ahora bien, como las dos rectas que se tocan, BA, AT, son paralelas a las dos rectas
que se tocan, K@, @A, y no estan en el mismo plano, comprenderan angulos iguales
[XTI 10]. Entonces el angulo BAT es igual al angulo K@A. Y como BA es a AT, asi K@ a
0A; luego el tridngulo ABT es semejante al tridngulo KA. Por tanto, la pirdmide cuya
base es el tridngulo ABTI' y su vértice el punto A es semejante a la pirdmide cuya base es
el tridngulo @KA y su vértice el punto A. Pero se ha demostrado que la pirdmide cuya
base es el triangulo @KA y su vértice el punto A es semejante a la piramide cuya base
es el triangulo AEH y su vértice el punto @. Por tanto, cada una de las pirdmides AEHO,
OKAA es semejante a la piramide entera ABTA.

Ahora bien, como Bz es igual a zr, el paralelogramo EBZH es el doble del tridngulo
HZT. Y puesto que, si hay dos prismas de la misma altura, y uno tiene como base un
paralelogramo y el otro un tridngulo, y el paralelogramo es el doble del tridngulo, los
prismas son iguales [XI 39], entonces el prisma comprendido por los dos tridngulos
BKZ, E@H y los tres paralelogramos EBZH, EBK®, ®KZH es igual al prisma comprendido
por los dos triangulos HZr, ©KA y los tres paralelogramos KZI'A, ATHO, ®KZH.

Y queda claro que cada uno de los prismas —a saber: aquel cuya base es el
paralelogramo EBZH y ©K su recta opuesta y aquel cuya base es el tridngulo HZI' y ©KA
su triangulo opuesto— es mayor que cada una de las piramides cuyas bases son los
tridngulos AEH, ©KA y sus vértices los puntos ©, A; porque, si trazamos las rectas Ez,
EK, el prisma cuya base es el paralelogramo EBZH y ©K su recta opuesta es mayor que
la piramide cuya base es el triangulo EBZ y su vértice el punto K. Pero la piramide cuya
base es el tridngulo EBZ y su vértice el punto K es igual a la piramide cuya base es el
tridngulo AEH y su vértice el punto ©: porque estan comprendidas por planos iguales
y semejantes. De modo que el prisma cuya base es el paralelogramo EBZH y @K su
recta opuesta es mayor que la piramide cuya base es el triangulo AEH y su vértice el
punto e. Pero el prisma cuya base es el paralelogramo EBZH y ©K su recta opuesta es
igual al prisma cuya base es el tridngulo HZI' y ©KA su tridngulo opuesto; y la piramide
cuya base es el tridngulo AEH y su vértice el punto @ es igual a la piramide cuya base
es el triangulo ©KA y su vértice el punto A. Por tanto, los dos prismas antedichos son
mayores que las dos piramides antedichas cuyas bases son los tridangulos AEH, ®KA y
sus vértices los puntos ©, A.

Por consiguiente, la pirdmide entera cuya base es el tridangulo ABT y su vértice el
punto A se ha dividido en dos pirdmides iguales entre si y en dos prismas iguales. Y
los dos prismas son mayores que la mitad de la pirdmide entera. Q. E. D.



Prorosicion 4

Si hay dos piramides de la misma altura que tienen triangulos como bases, y cada
una de ellas se divide en dos piramides iguales entre si y semejantes a la piramide
enteray en dos prismas iguales, (entonces) como la base de una piramide es a la base
de la otra piramide, asi seran todos los prismas de una piramide a todos los prismas
iguales en numero de la otra piramide.

Sean dos piramides de la misma altura que tienen como bases los triangulos ABT,
AEZ, y como vértices los puntos H, ©; y dividase cada una de ellas en dos pirdmides
iguales entre si y semejantes a la (piramide) entera, y en dos prismas iguales [XII 3].

Digo que, como la base ABI" es a la base AEZ, asi (son) todos los prismas de la
piramide ABI'H a los prismas iguales en nimero de la piramide AEZo.

Pues como Bz es igual a EI' y AA a A, entonces A= es paralela a AB y el tridngulo
ABTI es semejante al tridngulo A=r; por lo mismo, el triangulo AEZ es también semejante
al triangulo poz. Y como BI es el doble de rz, mientras que Ez es (el doble) de zo,
entonces, como BI' es a I's, asi EZ a zo. Ahora bien, se han construido sobre BrI, 'z
las figuras rectilineas semejantes y situadas de manera semejante ABI', AZI, y sobre
EzZ, z® las (figuras rectilineas) semejantes y situadas de manera semejante AEZ, PdZ;
luego, como el triangulo ABT es al tridngulo Azr, asi el triangulo AEz al tridngulo Poz
[VI 22]. Entonces, por alternancia, como el tridangulo ABT es al (tridngulo) AEZ, asi
el (triangulo) A=r es al triangulo poz [V 16]. Ahora bien, como el tridngulo A=Zr es
al tridngulo Pz, asi el prisma cuya base es el triangulo A=r' y su (tridngulo) opuesto
OMN es al prisma cuya base es el tridngulo Pzz y su (tridngulo) opuesto =TY [Lema
subsiguiente a esta proposicion]; entonces, como el tridngulo ABI es al tridngulo AEZ,
asi el prisma cuya base es el triangulo A=r y su (triangulo) opuesto OMN al prisma
cuya base es el triangulo oz y su (triangulo) opuesto =TY. Pero, como los antedichos
prismas son entre si, asi el prisma cuya base es el paralelogramo KB=A y su recta
opuesta OM, al prisma cuya base es el paralelogramo IE®P y su recta opuesta =T [XI
39; XI1I 3]. Entonces los dos prismas, aquel cuya base es el paralelogramo KB=ZA y su
recta opuesta OM y aquel cuya base es el (tridngulo) A=r y su triangulo opuesto OMN
guardan la misma razén que los dos prismas, aquel cuya base es el (paralelogramo)
IE®P y su recta opuesta =T y aquel cuya base es el (tridngulo) Pz y cuyo tridngulo
opuesto es =TY [V 12]. Luego, como la base ABI es a la base AEz, asi los dos prismas
a los (otros) dos prismas dichos.



Y de manera semejante, si las piramides OMNH, =TY® se dividen en dos prismas
y dos piramides, como la base OMN es a la base =Tv, asi seran los dos prismas de la
piramide OMNH a los dos prismas de la pirdmide =TY®. Ahora bien, como la base OMN
es a la base =Ty, asi la base ABI es a la base AEZ: porque cada uno de los triangulos
OMN, =TY son iguales respectivamente a los tridngulos A=r, poz. Por tanto, como la
base ABT es a la base AEZ, asi (son) los cuatro prismas a los cuatro prismas. De manera
semejante, si dividimos las piramides restantes en dos piramides y dos prismas,
entonces, como la base ABT es a la base AEZ, asi seran todos los prismas de la pirdmide
ABTH a todos los prismas iguales en numero de la pirdmide AEZ@. Q. E. D.

LEMA




Hay que demostrar como sigue que, como el triangulo Azr es al triangulo Paz,
asi el prisma cuya base es el tridngulo AZr y su triangulo opuesto OMN al prisma cuya
base es el (triangulo) oz y su tridngulo opuesto =TY.

Pues considérense en la misma figura las perpendiculares a los planos ABT, AEZ
desde los (puntos) H, ©® que son iguales evidentemente porque se ha supuesto que las
piramides son de la misma altura. Y como las dos rectas HI' y la perpendicular desde H
son cortadas por los planos paralelos ABI', OMN, serdn cortadas en las mismas razones
[XT 17]. Ahora bien, Hr se ha dividido también en dos partes iguales por el plano OMN
en el (punto) N; entonces la perpendicular desde H al plano ABT serd dividida también
en dos partes iguales por el plano OMN. Por lo mismo, la perpendicular desde o al
plano AEZ se ha dividido en dos partes iguales por el plano =TY. Y las perpendiculares
a los planos ABI', AEZ desde los puntos H, ® son iguales; luego las perpendiculares a
los (planos) ABI, AEZ desde los tridngulos OMN, =TY son también iguales. Por tanto,
los prismas cuyas bases son los tridngulos AZr, Poz y sus triangulos opuestos OMN,
2TY son de la misma altura. De modo que los sélidos paralelepipedos descritos sobre
dichos prismas son de la misma altura y son entre si como sus bases [ XI 32]; por tanto,
sus mitades, dichos prismas, son entre si como la base A=r es a la base Poz. Q. E. D.

PRroPoSICION 5

Las piramides que tienen la misma altura y tienen triangulos como bases son
entre si como sus bases.

Sean de la misma altura las pirdmides cuyas bases son los tridngulos ABI, AEZ y
sus vértices los puntos H, ©.

Digo que, como la base ABTI es a la base AEz, asi la pirdmide ABI'H a la piramide
AEZT.

Pues, si la base ABI' no es a la base AEZ como la pirdmide ABIH es a la piramide
AEZ®, (entonces), como la base ABI' es a la base AEZ, asi sera la pirdmide ABI'H o bien
a un (s6lido) menor que la piramide AEZH o bien a uno mayor.

Séalo, en primer lugar, a uno menor, X, y dividase la piramide AEze en dos
piramides iguales entre si y semejantes a la pirdmide entera y en dos prismas iguales;
entonces los dos prismas son mayores que la mitad de la pirdmide entera [XII 3]. Y
dividanse, a su vez, de manera semejante las piramides resultantes de la division y asi
sucesivamente hasta que, a partir de la piramide AEz®, queden ciertas piramides que
sean menores que el exceso con que la piramide AEzZo@ excede al s6lido X [X 1]. Queden
(tales piramides) y sean las piramides AmPz, =TY® por mor de la argumentacion;
entonces los prismas restantes de la piramide AEz® son mayores que el solido X.
Dividase también la piramide ABI'H de manera semejante y el mismo niimero de veces
que la piramide AEz®. Entonces, como la base ABI es a la base AEZz, asi los prismas de
la pirdmide ABTH a los prismas de la piramide AEze [XII 4]. Pero también, como la
base ABI es a la base AEz, asi la piramide ABr'H al sélido X; luego como la piramide
ABTH es al solido X, asi los prismas de la piramide ABI'H a los prismas de la piramide



AEZ® [V 11]; asi pues, por alternancia, como la piramide ABI'H es a sus prismas, asi el
solido X es a los prismas de la piramide AEze [V 16]. Pero la pirdmide ABI'H es mayor
que sus prismas; entonces el solido X es mayor que los prismas de la pirdmide AEZ6.
Pero también es menor; lo cual es imposible. Por tanto, la pirimide ABTH no es a un
(s6lido) menor que la piramide AEZ6 como la base ABI' es a la base AEZ. De manera
semejante se demostraria que la piramide AEzZe tampoco es a un sélido menor que la
piramide ABI'H como la base AEZ es a la base ABI.
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Digo ademas que la piramide ABI'H tampoco es a un sélido mayor que la piramide
AEZ® como la base ABT es a la base AEZ.

Pues, si fuera posible, séalo al (s6lido) mayor X; entonces, por inversidn, como
la base AEZ es a la base ABI, asi el s6lido X a la piramide ABIH. Pero como el sélido x



es a la piramide ABTH, asi la pirdmide AEZ6 a un (s6lido) menor que la pirdmide ABTH,
como se ha demostrado anteriormente [XII 2 lema]. Entonces, como la base AEZ es a
la base ABT, asi la pirdmide AEZ© a un (s6lido) menor que la pirdmide ABrH [V 11]; lo
cual se ha demostrado que es absurdo; por tanto, la piramide ABI'H no es a un so6lido
mayor que la pirdmide AEZe como la base ABT es a la base AEZ. Pero se ha demostrado
que tampoco es a uno menor. Por consiguiente, como la base ABT es a la base AEZ, asi
la pirdmide ABIH a la pirdmide AEZ@. Q. E. D.

ProrPOSICION 6

Las piramides que tienen la misma altura y tienen poligonos como bases son
entre si como sus bases.

Sean de la misma altura las piramide cuyas bases son los poligonos ABI'AE, ZHOKA
y sus vértices los puntos M, N.

Digo que como la base ABIAE es a la base ZHOKA, asi la pirdmide ABI'AEM a la
pirdmide ZHOKAN.

Tracense, pues, las (rectas) AT, AA, zO, zK. Como en efecto ABI'M, ATAM son dos
pirdmides que tienen tridngulos como bases e igual altura, son entre si como sus bases
[XII 5]; entonces, como la base ABI es a la base Ara, asi la piramide ABI'M es a la
pirdmide ATAM. Y, por composicion, como la base ABI'A es a la base AT, asi la pirdmide
ABI'AM es a la piramide Aram [V 18]. Pero también, como la base Ara es a la base
AAE, asi la piramide Aram a la piramide AAeM [XII 5]. Luego, por igualdad, como
la base ABI'A es a la base AAE, asi la pirdmide ABraM a la piramide AAEM [V 22]. Y
de nuevo, por composicion, como la base ABI'AE es a la base AAE, asi la piramide
ABI'AEM a la pirdmide AAEM [V 18]. De manera semejante se demostraria que también,
como la base ZHOKA es a la base ZH®, asi la pirdmide ZHOKAN a la pirdmide ZHON. Y
CcOmo AAEM, ZHGN son dos piramides que tienen tridangulos como bases e igual altura,
entonces, como la base AAE es a la base zZHeo, asi la piramide AAEM a la pirdmide ZHON
[XII 5]. Ahora bien, como la base AAE es a la base ABT'AE, asi era la piramide AAEM
a la pirdmide ABrAEM. Luego, por igualdad, como la base ABTAE es a la base zHe, asi
la pirdmide ABIAEM a la pirdmide zHON [V 22]. Pero también, como la base zH® es



a la base ZHOKA, asi era la pirdmide zZH6N a la pirdmide ZHOKAN. Por consiguiente,
por igualdad, como la base ABI'AE es a la base ZHOKA, asi la piramide ABrAEM a la
piramide ZHOKAN [V 22]. Q. E. D.

M N

ProprosicioN 7

Todo prisma que tiene como base un triangulo se divide en tres prismas iguales
entre si que tienen triangulos como bases.

Sea un prisma cuya base es el tridngulo ABT y su (tridngulo) opuesto AEZ.

Digo que el prisma ABTAEZ se divide en tres piramides iguales entre si que tienen
triangulos como bases.

Tracense, pues, las (rectas) BA, EI, TA. Como ABEA es un paralelogramo y su
diametro®’ es B, entonces el tridngulo ABA es igual al tridngulo EBa [I 34]. Luego
la pirdmide cuya base es el tridngulo ABA y su vértice T es igual a la pirdmide cuya
base es el tridngulo AEB y su vértice el punto 1 [XII 5]. Pero la pirdmide cuya base
es el triangulo AEB y su vértice el punto I es la misma que la piramide cuya base es



el triangulo EBI' y su vértice el punto I': porque estan comprendidas por los mismos
planos. Entonces, la pirdmide cuya base es el tridangulo ABA y su vértice el punto I es
igual a la piramide cuya base es el tridngulo EBT y su vértice el punto A. Puesto que,
a su vez, ZI'BE es un paralelogramo y su didmetro es TE, el tridngulo T'Ez es igual al
triangulo 'BE [I 34]. Entonces la pirdmide cuya base es el triangulo BI'E y su vértice
el punto A es igual a la pirdmide cuya base es el triangulo Erz y su vértice el punto
A [XII 5]. Pero se ha demostrado que la pirdmide cuya base es el tridngulo BIE y su
vértice el punto A es igual a la piramide cuya base es el triangulo ABA y su vértice el
punto T'; entonces la pirdmide cuya base es el tridngulo ez y su vértice el punto A es
igual a la pirdmide cuya base es el tridangulo ABA y su vértice el punto T; por tanto, el
prisma ABTAEZ se ha dividido en tres piramides iguales entre si que tienen tridngulos
como bases.

Z

B A

Y como la pirdmide cuya base es el tridngulo ABA y su vértice el punto I es la
misma que la pirdmide cuya base es el triangulo rAB y su vértice el punto A: porque
estan comprendidas por los mismos planos, mientras que la piramide cuya base es el



triangulo ABA y su vértice el punto I se ha demostrado que es el tercio del prisma cuya
base es el tridangulo ABI y su tridngulo opuesto AEZ, entonces la piramide cuya base
es el triangulo ABI y su vértice el punto A es el tercio del prisma que tiene la misma
base, a saber: el tridangulo ABT, y como tridngulo opuesto AEZ.

Porisma:

A partir de esto que da claro que toda piramide es la tercera parte del prisma que

tiene la misma base que ella e igual altura. Q. E. D. %8,

ProOPOSICION 8

Las piramides semejantes que tienen como bases triangulos guardan una razon
triplicada de la de sus lados correspondientes.

Sean las piramides semejantes y situadas de manera semejante cuyas bases son
los tridngulos ABT, AEZ y sus vértices los puntos H, 0.

Digo que la pirdmide ABTH guarda con la pirdamide AEZ© una razon triplicada de
la que Br (guarda) con Ez.

B I r

Complétense, pues, los sélidos paralelepipedos BHMA, E@IIO.

Ahora bien, como la piramide ABTH es semejante a la piramide AEZ®, entonces, el
angulo ABr es igual al angulo AEz, y el angulo HBT es igual al angulo @EZ, y el ABH al
AE®, Yy COMO AB €S a AE, asi Bl @ EZ 'y BH a E@. Y dado que, como AB es a AE, asi BI
a EZ y que los lados que comprenden angulos iguales son proporcionales, entonces,



el paralelogramo BM es semejante al paralelogramo Er. Por lo mismo, en efecto, el
(paralelogramo) BN es semejante al (paralelogramo) Ep y el (paralelogramo) BK al
(paralelogramo) Ez; luego los tres (paralelogramos) MB, BK, BN son semejantes a los
tres (paralelogramos) EI, E=, EP. Pero los tres (paralelogramos) MB, BK, BN son iguales
y semejantes a sus tres opuestos, y los tres (paralelogramos) Er, EZ, EP son también
iguales y semejantes a sus tres opuestos [XI 24], Entonces los s6lidos BHMA, E@IIO
estan comprendidos por planos semejantes e iguales en nimero. Luego el s6lido BHMA
es semejante al solido Eerio. Pero los sélidos paralelepipedos semejantes guardan una
razon triplicada de la de sus lados correspondientes [ X1 33]. Entonces el s6lido BHMA
guarda con el sélido E@Ir1o una razon triplicada de la que el lado correspondiente B
guarda con el lado correspondiente Ez. Pero como el s6lido BHMA es al solido Eerio,
asi la piramide ABI'H a la piramide AEZ@: pues la pirdmide es la sexta parte del sélido
porque el prisma, que es la mitad del solido paralelepipedo [XI 28], es el triple de
la piramide [XII 7].

Por consiguiente, la pirdmide ABrH guarda con la pirdmide AEZ® una razon
triplicada de la que B (guarda) con EZ. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que las piramides que tienen como bases poligonos
guardan entre si una razon triplicada de la de sus lados correspondientes. Pues, si se
dividen en las piramides contenidas en ellas que tengan como bases triangulos —
por el hecho de que los poligonos semejantes de sus bases se dividen en tridngulos
semejantes e iguales en nimero y homoélogos a los (poligonos) enteros [VI 20]—
entonces, como una de las pirdmides con base triangular de la primera es a una de las
piramides con base triangular de la segunda, asi seran todas las piramides con base
triangular de la primera pirdmide a las piramides con base triangular de la segunda
piramide [V 12], es decir, la propia piramide que tiene como base un poligono a la
(otra) piramide que tiene como base un poligono. Pero la piramide que tiene como
base un tridngulo guarda con la (pirdmide) que tiene como base un tridngulo una razon
triplicada de la de sus lados correspondientes.

Por consiguiente, la (piramide) que tiene como base un poligono guarda con la
que tiene una base semejante una razon triplicada de la que el lado guarda con el
lado®°.

ProrosIcION 9

Las bases de las piramides iguales que tienen como bases triangulos estan
inversamente relacionadas con sus alturas; y aquellas piramides que tienen como
bases triangulos, cuyas bases estan inversamente relacionadas con sus alturas, son
iguales.

Sean, pues, las pirdmides iguales que tienen como bases los triangulos ABT, AEZ
y como vértices los puntos H, ©.
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Digo que las bases de las piramides ABT'H, AEZ® estan inversamente relacionadas
con sus alturas, y como la base ABT es a la base AEZz, asi la altura de la pirdmide AEZ©
a la altura de la piramide ABIH.

Pues complétense los solidos paralelepipedos BHMA, E@IIO. Y como la piramide
ABTH es igual a la piramide AEZ0, y el s6lido BHMA es el séxtuple de la piramide ABIH,
mientras que el sélido Eero es el séxtuple de la piramide AEz®, entonces el solido
BHMA es igual al solido Eerio. Pero las bases de los solidos paralelepipedos iguales
estan inversamente relacionadas con sus alturas [XI 34]; entonces, como la base BM
es a la base EII, asi la altura del solido EeIO es a la altura del s6lido BHMA. Ahora
bien, como la base BM es a la base EIl, asi el tridngulo ABI al tridngulo AEz [I 34].
Luego también, como el triangulo ABT es al tridngulo AEZ, asi la altura del s6lido Eerio
a la altura del s6lido BHMA [V 11]. Pero la altura del sélido E@rO es la misma que
la altura de la pirdmide AEze, y la altura del s6lido BHMA es la misma que la altura
de la piramide ABIH; entonces, como la base ABT es a la base AEz, asi la altura de la
piramide AEZO es a la altura de la piramide ABrH. Por tanto, las bases de las piramides
ABTH, AEZ0© estan inversamente relacionadas con sus alturas.



Pero ahora, estén las bases de las pirdmides ABTH, AEZ© inversamente relacionadas
con sus alturas, y, como la base ABI" es a la base AEZ, asi la altura de la piramide AEz®
a la altura de la piramide ABIH.

Digo que la pirdmide ABIH es igual a la pirdmide AEZe©.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como la base ABI es a la base
AEZ, asi la altura de la piramide AEze a la altura de la piramide ABI'H, mientras que,
como la base ABI" es a la base AEz, asi el paralelogramo BM al paralelogramo Eri;
entonces también, como el paralelogramo BM es al paralelogramo Eri, asi la altura
de la pirdmide AEZ® a la altura de la piramide ABrH [V 11], Ahora bien, la altura
de la pirdmide AEzo es la misma que la altura del paralelepipedo Eerio, y la altura
de la pirdmide ABIH es la misma que la altura del paralelepipedo BHMA. Entonces,
como la base BM es a la base EI, asi la altura del paralelepipedo Eemno a la altura
del paralelepipedo BHMA. Pero aquellos solidos paralelepipedos cuyas bases estan
inversamente relacionadas con sus alturas son iguales [XI 34]; luego el so6lido
paralelepipedo BHMA es igual al solido paralelepipedo Eero. Ahora bien, la pirdmide
ABTH es la sexta parte del (paralelepipedo) BHMA, y la pirdmide AEZe es la sexta parte
del paralelepipedo Eerio. Por tanto la pirdmide ABIH es igual a la pirdmide AEZ6.

Por consiguiente, las bases de las piramides que tienen como bases tridngulos
estan inversamente relacionadas con sus alturas, y aquellas piramides que tienen como
bases triangulos, cuyas bases estan inversamente relacionadas con sus alturas, son
iguales. Q.E. D.

Prorosicion 10

Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base e igual altura.

Tenga, pues, un cono la misma base que un cilindro, el circulo ABra, e igual altura.

Digo que el cono es la tercera parte del cilindro, es decir que el cilindro es el
triple del cono.

Pues, si el cilindro no es el triple del cono, el cilindro serd o mayor que el triple
del cono o menor que el triple del cono. Sea, en primer lugar, mayor que el triple e
inscribase en el circulo ABrA el cuadrado ABTA [IV 6]. Entonces, el cuadrado ABTA es
mayor que la mitad del circulo ABrA. Levantese a partir del cuadrado ABra un prisma
de altura igual a la del cilindro. Entonces el prisma levantado es mayor que la mitad
del cilindro: puesto que, si circunscribimos un cuadrado en torno al circulo ABra [IV
7], el cuadrado inscrito en el circulo ABraA es la mitad del circunscrito; y los solidos
levantados a partir de ellos son prismas paralelepipedos de la misma altura, y los
solidos paralelepipedos que tienen la misma altura son entre si como sus bases [XI
32]; entonces, el prisma levantado a partir del cuadrado ABra es la mitad del prisma
levantado a partir del cuadrado circunscrito en torno al circulo ABra [XI 28, XI1 6y 7
Por.], y el cilindro es menor que el prisma levantado a partir del cuadrado circunscrito
en torno al circulo ABra; luego el prisma levantado a partir del cuadrado ABra y de
la misma altura que el cilindro es mayor que la mitad del cilindro. Dividanse en dos



partes iguales las circunferencias AB, BT, T'A, AA por los puntos E, Z, H, @, y tracense AE,
EB, BZ, ZI', TE, HA, A®, ©A; entonces cada uno de los triangulos AEB, BZI', THA, AGA €S
mayor que la mitad del segmento del circulo ABra en el que estd, como demostrabamos
anteriormente [XII 2]. Levantense prismas de la misma altura que el cilindro sobre
cada uno de los tridngulos AEB, BZI', THA, A®A; entonces cada uno de los prismas
levantados es mayor que la mitad del segmento de cilindro en el que estd; puesto
que, si trazamos paralelas a AB, BT, I'A, AA por los puntos EZH® y completamos los
paralelogramos sobre las (rectas) AB, BI', T'A, AA y levantamos, a partir de ellos, solidos
paralelepipedos de igual altura que el cilindro, los prismas sobre los tridngulos AEB,
BZI', THA, A®A son la mitad de cada uno de los levantados; y los segmentos del cilindro
son menores que los solidos paralelepipedos levantados; de modo que también los
prismas (levantados) sobre los tridngulos AEB, BZI', THA, A®A son mayores que la mitad
de los de los segmentos de cilindro en que estan. Ahora, si dividimos en dos partes
iguales las circunferencias que han quedado y trazamos rectas (uniendo los puntos
de division) y levantamos prismas de la misma altura que el cilindro sobre cada uno
de los tridngulos y procedemos asi sucesivamente, dejaremos ciertos segmentos de
cilindro que seran menores que el exceso con el que el cilindro excede al triple del
cono [X 1]. Déjense y sean AE, EB, BZ, ZI', TH, HA, A®, ®A; entonces el prisma restante
cuya base es el poligono AEBZI'HA® y su altura la misma que la del cilindro es mayor
que el triple del cono. Pero el prisma cuya base es el poligono AEBZI'HA® y su altura la
misma que la del cilindro es el triple de la pirdmide cuya base es el poligono AEBZI'HA®
y su vértice el mismo que el del cono [XII 7 Por.]; luego la piramide cuya base es el
poligono AEBZIHA® y su vértice el mismo que el del cono es mayor que el cono que
tiene como base el circulo ABra. Pero también es menor, porque esta comprendida
por ¢€l; lo cual es imposible. Por tanto el cilindro no es mayor que el triple del cono.
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Digo ahora que el cilindro tampoco es menor que el triple del cono.

Pues, si fuera posible, sea el cilindro menor que el triple del cono; entonces, por
inversion, el cono es mayor que la tercera parte del cilindro. Inscribase el cuadrado
ABTA en el circulo ABrA; entonces el cuadrado ABrA es mayor que la mitad del circulo
ABTA. Y levantese sobre el cuadrado ABrA una pirdmide que tenga el mismo vértice que
el cono; entonces la pirdmide levantada es mayor que la mitad del cono; porque, como
antes demostrabamos, si circunscribimos un cuadrado en torno al circulo, el cuadrado
ABTA serd la mitad del cuadrado circunscrito en torno al circulo; y si levantamos a
partir de los cuadrados sélidos paralelepipedos de la misma altura que el cono que
también se llaman prismas, el (solido) levantado a partir del cuadrado ABra sera la



mitad del levantado a partir del cuadrado circunscrito en torno al circulo, porque son
entre si como sus bases [XI 32]; de modo que también los tercios (estan en la misma
razon); asi pues, la piramide cuya base es el cuadrado ABra es la mitad de la piramide
levantada a partir del cuadrado circunscrito en torno al circulo. Y la pirdmide
levantada sobre el cuadrado circunscrito en torno al circulo es mayor que el cono, pues
lo comprende; luego la pirdmide cuya base es el cuadrado ABra y su vértice el mismo
que el del cono es mayor que la mitad del cono. Dividanse en dos partes iguales las
circunferencias AB, BT, T'A, AA por los puntos E, Z, H, © y trdcense AE, EB, BZ, T'H, HA,
A®, ®A; entonces, cada uno de los tridngulos AEB, BZI', THA, AGA €s mayor que la mitad
del segmento del circulo ABrA en el que estd. Ahora bien, levantese sobre cada uno de
los triangulos AEB, BZI', THA, A®A piramides que tengan el mismo vértice que el cono;
entonces cada una de las pirdmides levantadas de la misma manera es mayor que la
mitad del segmento de cono en el que estd. Ahora, si dividimos en dos partes iguales
las circunferencias que quedan y trazamos rectas (uniendo los puntos de division) y
levantamos sobre cada uno de los triangulos piramides que tengan el mismo vértice
que el cono y procedemos asi sucesivamente, dejaremos ciertos segmentos de cono
que serdn menores que el exceso con que el cono excede a la tercera parte del cilindro
[X 1]. D¢jense y sean los de AE, EB, Bz, ZI', TH, HA, A®, ®A; entonces la piramide
restante cuya base es el poligono AEBZI'HA® y su vértice el mismo que el del cono,
es mayor que la tercera parte del cilindro. Pero la piramide cuya base es el poligono
AEBZI'HA® y su vértice el mismo que el del cono es la tercera parte del prisma cuya
base es el poligono AEBZI'HA® y su altura la misma que la del cilindro; entonces el
prisma cuya base es el poligono AEBZI'HA® y su altura la misma que la del cilindro es
mayor que el cilindro cuya base es el circulo ABrA. Pero también es menor, porque
estd comprendido por €l; lo cual es imposible. Luego el cilindro no es menor que el
triple del cono. Pero se ha demostrado que tampoco es mayor que el triple. Por tanto,
el cilindro es el triple del cono; de modo que el cono es la tercera parte del cilindro.

Por consiguiente, todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma
base que ¢l e igual altura. Q. E. D.

Prorosicion 11

Los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre si como sus bases.

Haya unos conos y cilindros de la misma altura cuyas bases son los circulos ABTA,
EZHO, sus ejes KA, MN y los didmetros de sus bases AT, EH.

Digo que, como el circulo ABrA es al circulo EZH®, asi el cono AA al cono EN.

Porque, si no, como el circulo ABTA, es al circulo EzZH®, asi serd el cono AA 0 a un
solido menor o a uno mayor que el cono EN. Séalo en primer lugar al (s6lido) menor
z, y sea el solido ¥ igual a aquello en lo que el solido = es menor que el cono EN;
entonces el cono EN es igual a los solidos =, ¥. Inscribase el cuadrado EzHe en el circulo
EZH®; entonces el cuadrado es mayor que la mitad del circulo. Levantese a partir
del cuadrado EzH® una piramide de igual altura que el cono; entonces la piramide



levantada es mayor que la mitad del cono: puesto que, si circunscribimos un cuadrado
en torno al circulo y levantamos a partir de ¢l una piramide de igual altura que el cono,
la piramide inscrita es la mitad de la circunscrita, pues son entre si como sus bases
[XII 6]; mientras que el cono es menor que la pirdmide circunscrita. Dividanse en dos
partes iguales las circunferencias Ez, ZH, H®, ®E, por los puntos O, 11, P, =, y tracense
©0, OE, EIl, 11Z, ZP, PH, HZ, £0. Entonces, cada uno de los tridngulos ©OE, EIllZ, ZPH,
Hxzo es mayor que la mitad del segmento de circulo en que esta. Levantese sobre cada
uno de los tridngulos @OE, EIz, ZPH, Hxe una piramide de igual altura a la del cono.
Entonces cada una de las piramides levantadas es mayor que la mitad del segmento
de cono en que estd. Ahora, si dividimos en dos partes iguales las circunferencias
que quedan y trazamos rectas (uniendo los puntos de division) y levantamos sobre
cada uno de los triangulos piramides de igual altura a la del cono y procedemos asi
sucesivamente dejaremos ciertos segmentos de cono que seran menores que el sélido
¥ [X 1]. Déjense y sean los de @OE, Erz, ZPH, Hz0. Entonces, la pirdmide restante cuya
base es el poligono @OEINZPHE y su altura la misma que la del cono es mayor que el
solido =. Inscribase también en el circulo ABra el poligono ATAYB®I'X semejante y
situado de manera semejante al poligono ©OEIZPHE, y levantese sobre €1 una pirdmide
de igual altura que el cono AA. Pues bien, dado que, como el cuadrado de Ar es al
cuadrado de EH, asi el poligono ATAYBorX al poligono ©0EnzprHz [XII 1], mientras
que, como el cuadrado de Ar es al cuadrado de EH, asi el circulo ABra al circulo EZHO
[XII 2], entonces, también, como el circulo ABra es al circulo EzH@, asi el poligono
ATAYBOrX al poligono ®@OEIZPHE. Pero, como el circulo ABra es al circulo EzHe, asi
el cono AA al so6lido =, y como el poligono ATAYBaorX es al poligono ©OEINZPHE asi
la piramide cuya base es el poligono ATAYB@I'X y su vértice el punto A a la pirdmide
cuya base es el poligono ©0EIZPHz y su vértice el punto N [XII 6]. Entonces, también,
como el cono AA es al solido z, asi la piramide cuya base es el poligono ATAYBOI'X y
su vértice el punto A a la piramide cuya base es el poligono ©OEIZPHE y su vértice el
punto N [V 11]. Luego, por alternancia, como el cono AA es a la pirdmide (inscrita)
en ¢l, asi el solido = a la piramide (inscrita) en el cono EN [V 6]. Pero el cono AA es
mayor que la pirdmide (inscrita) en €l; entonces, el solido = es mayor que la piramide
inscrita en el cono EN. Pero también menor; lo cual es absurdo; por tanto, el cono
AA no es a un solido menor que el cono EN como el circulo ABra al circulo EzHe. De
manera semejante demostrariamos que tampoco el cono EN es a algun sélido menor
que el cono AA, como el circulo EzHO es al circulo ABrA.
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Digo ahora que tampoco el cono AA es a alglin s6lido mayor que el cono EN como
el circulo ABTA es al circulo EZH®.

Pues, si fuera posible, séalo al (s6lido) mayor =. Entonces, por inversién, como
el circulo EzH6 es al circulo ABIA, asi el solido = al cono AA. Pero, como el sélido =
es al cono AA, asi el cono EN a un s6lido menor que el cono AA; entonces, también,
como el circulo EzH® es al circulo ABrA, asi el cono EN a un s6lido menor que el cono
AA; lo cual se ha demostrado que es imposible; luego el cono AA no es a un so6lido
mayor que el cono EN como el circulo ABra al circulo EzHe. Pero se ha demostrado
que tampoco lo es a uno menor; por tanto, como el circulo ABra es al circulo EZHO,
asi el cono AA al cono EN.

Pero como el cono es al cono, asi el cilindro al cilindro, porque cada uno es
respectivamente el triple del otro [ XII 10]. Luego también, como el circulo ABra es al
circulo EzHe, asi los cilindros (levantados) sobre ellos (que son) de la misma altura.

Por consiguiente, los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre si
como sus bases. Q. E. D.

Prorosicion 12

Los conos y cilindros semejantes guardan entre si una razon triplicada de (la que
guardan) los diametros de sus bases.



Sean unos cilindros y conos semejantes cuyas bases son los circulos ABI'A, EZHO;
BA, 70 los diametros de sus bases y KA, MN los ejes de los conos y los cilindros.

Digo que el cono cuya base es el circulo ABrA y su vértice el punto A guarda con
el cono cuya base es el circulo EZH® y su vértice el punto N una razén triplicada de
la que BA (guarda) con ze.

Pues, si el cono ABI'AA no guarda con el cono EZHON una razon triplicada de la que
BA guarda con z@, el cono ABIAA guardara una razon triplicada con un s6lido menor
que el cono EZHON o con uno mayor. Guardela, en primer lugar, con el s6lido menor =
¢ inscribase el cuadrado EzH® en el circulo EzHe [IV 6]; entonces el cuadrado EzHO es
mayor que la mitad del circulo EzHe. Levantese sobre el cuadrado EZH® una piramide
que tenga la misma altura que el cono; entonces la piramide levantada es mayor que
la mitad del cono. Ahora, dividanse en dos partes iguales las circunferencias Ez, ZH,
HO, @E por los puntos o, 11, P, ¥, y tracense EO, OZ, ZI1, [1H, HP, PO, O, XE. Entonces
cada uno de los tridangulos EOz, ZITH, HPO, OE es mayor que la mitad del segmento
del circulo EzH® en el que esta; levantese sobre cada uno de los tridngulos EOz, ZITH,
HPO, OXE una piramide que tenga el mismo vértice que el cono; entonces cada una
de las piramides levantadas es también mayor que la mitad del segmento de cono en
el que esta. Ahora, si dividimos en dos partes iguales las circunferencias que quedan
y trazamos rectas (uniendo los puntos de division) y levantamos sobre cada uno de
los triangulos piramides que tengan el mismo vértice que el cono y procedemos asi
sucesivamente dejaremos ciertos segmentos de cono que seran menores que el exceso
con el que el cono EzHEN excede al solido = [X 1]. Déjense y sean los de EO, 0z, 711,
IH, HP, PO, O, ¥E; entonces, la piramide restante cuya base es el poligono EOZIIHPOE
y su vértice el punto N es mayor que el solido =. Inscribase también en el circulo
ABTA el poligono ATBYT®AX semejante y situado de manera semejante al poligono
EOZITHPOY, y levantese sobre el poligono ATBYT®AX una piramide que tenga el mismo
vértice que el cono y sea ABT uno de los tridangulos que comprenden la piramide cuya
base es el poligono ATBYT®AX y su vértice el punto A y sea Nzo uno de los triangulos
que comprenden la pirdmide cuya base es el poligono EOZIIHPEE y su vértice el punto
N, y tracense KT, MO. Ahora bien, como el cono ABI'AA es semejante al cono EZHGN,
entonces, como BA es a 70, asi el eje KA al eje MN [XI Def. 24]. Pero, como BA es a
70, asi BK a zM; luego, como BK es a ZM, asi KA a MN. Y, por alternancia, como BK es
a KA, asi zM a MN [V 16]. Ahora bien, los lados que comprenden los angulos iguales
BKA, ZMN son proporcionales; entonces, el tridngulo BKA es semejante al tridngulo
ZMN [VI 6]. A su vez, dado que, como BK es a KT, asi ZM a MO, y comprenden los
angulos iguales BKT, ZMO: porque la parte que el &ngulo BKT es de los cuatro (angulos)
rectos correspondientes al centro K, la misma parte es también el angulo zmo de los
cuatro (angulos) rectos correspondientes al centro M; pues bien, como los lados que
comprenden angulos iguales son proporcionales, entonces el tridngulo BKT es
semejante al triangulo zM0 [VI 6]. A su vez, puesto que se ha demostrado que, como
BK es a KA, asi ZM a MN, y BK es igual a KT mientras que zM es igual a OM, entonces,
como TK es a KA, asi OM a MN. Y los lados que (comprenden) los dngulos iguales TKA,
OMN —porque son rectos— son proporcionales; luego el tridngulo AKT es semejante
al triangulo NMO [VI 6]. Y como, por la semejanza de los triangulos AKB, NMz, como



AB €s a BK, asi NZ a zM, y por la semejanza de los tridngulos BKT, ZMO, como KB es a
BT, asi MZ a Z0, entonces, por igualdad, como AB es a BT, asiNz a zo [V 22]. A su vez,
dado que, por la semejanza de los tridngulos ATK, NOM, como AT €s a TK, asi NO a OM,
y por la semejanza de los triangulos TKB, OMZ, como KT €s a TB, asi MO a 0z, entonces,
por igualdad, como AT es a TB, asi NO a 0z [V 22]. Pero se ha demostrado que también,
como TB €s a BA, asi 0z a zN. Luego, por igualdad, como TA es a AB, asi ON a NZ
[V 22]. Por tanto, los lados de los tridngulos ATB, NOZ son proporcionales; luego los
tridngulos ATB, NOZ son equiangulares [VI 5]; de modo que también son semejantes
[VI Def. 1]. Por tanto, la piramide cuya base es el tridngulo BKT y su vértice el punto A
es semejante a la piramide cuya base es el triangulo ZzMO y su vértice el punto N. Pues
estan comprendidas por planos semejantes e iguales en numero [XI Def. 9]. Pero las
piramides semejantes que tienen como bases triangulos guardan entre si una razon
triplicada de la que guardan sus lados correspondientes [XII 8]. Luego la piramide
BKTA guarda con la pirdmide ZMON una razén triplicada de la que BK guarda con zm.
De manera semejante, si trazamos rectas de los (puntos) A, X, A, @, T, Y al (punto) K y
de los (puntos) E, £, ©, P, H, IT al punto M, y levantamos sobre cada uno de los tridngulos
piramides que tengan el mismo vértice que los conos, demostraremos que cada una de
las pirdmides dispuestas de manera semejante guarda con cada una de las piramides
dispuestas de manera semejante una razon triplicada de la que el lado correspondiente
BK guardara con el lado correspondiente zMm, es decir, de la que BA guarda con ze. Y
como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi todos los antecedentes
a todos los consecuentes [V 12]; entonces, como la piramide BKTA es a la piramide
ZMON, asi la pirdmide entera cuya base es el poligono ATBYT'®AX y su vértice el punto
A a la piramide entera cuya base es el poligono EOZIIHPE: y su vértice el punto N;
de modo que también la pirdmide cuya base es ATBYI'®AX y su vértice el punto A
guarda con la piramide cuya base es el poligono EOzIIHPOT y su vértice el punto N
una razon triplicada de la que Ba (guarda) con ze. Pero se ha supuesto que también el
cono cuya base es el circulo ABr'a y su vértice el punto A guarda con el sélido = una
razon triplicada de la que Ba (guarda) con ze; entonces, como el cono cuya base es
el circulo ABra y su vértice el punto A es al solido =, asi la pirdmide cuya base es el
poligono ATBYI'®AX y su vértice el punto A es a la pirdmide cuya base es el poligono
EOZITHPOY y su vértice el punto N. Entonces, por alternancia, como el cono cuya base
es el circulo ABrA y su vértice el punto A es a la pirdmide (inscrita) en él, cuya base
es el poligono ATBYT®AX y su vértice el punto A, asi el (s6lido) = a la piramide cuya
base es el poligono EOzIHPEE y su vértice el punto N [V 16]. Pero el antedicho cono
es mayor que la piramide (inscrita) en él: porque la comprende. Entonces el sélido =
es también mayor que la pirdmide cuya base es el poligono EOZITHPOL y su vértice el
punto N. Pero también es menor; lo cual es imposible. Por tanto, el cono cuya base es
el circulo ABra y su vértice el punto A no guarda con un s6lido menor que el cono cuya
base es el circulo EzZHe y su vértice el punto N una razon triplicada de la que Ba guarda
con z@. De manera semejante demostrariamos que tampoco el cono EZHeN guarda con
un s6lido menor que el cono ABI'AA una razén triplicada de la que ze (guarda) con BA.



Digo ahora que tampoco el cono ABIrAA guarda con un solido mayor que el cono
EZHON una razén triplicada de la que BA guarda con ze.

Pues, si fuera posible, guardela con el (s6lido) mayor =. Entonces, por inversion,
el sélido = guarda con el cono ABI'AA una razén triplicada de la que ze (guarda) con
BA. Pero, como el sélido = es al cono ABrAA, asi el cono EZHON a un sélido menor que
el cono ABraA. Entonces, también, el cono EZHON guarda con un s6lido menor que el
cono ABI'AA una razén triplicada de la que ze guarda con BA; lo cual se ha demostrado
que es imposible; luego el cono ABraA no guarda con un sélido mayor que el cono
EZHON una razon triplicada de la que BA guarda con ze. Pero se ha demostrado que
tampoco con uno menor. Por tanto, el cono ABraA guarda con el cono EZHON una razén
triplicada de la que Ba guarda con ze.

Ahora bien, como el cono es al cono, asi el cilindro al cilindro: porque el cilindro
es el triple del cono que esta sobre la misma base y tiene igual altura que el propio



cono [XII 10]. Luego el cilindro guarda con el cilindro una razon triplicada de la que
BA (guarda) con ze.

Por consiguiente, los conos y cilindros semejantes guardan entre si una razon
triplicada de las de los didmetros de sus bases. Q. E. D

Prorosicion 13

Si un cilindro es cortado por un plano que sea paralelo a los planos opuestos,
entonces, como el cilindro es al cilindro, asi el eje es al eje.

Sea cortado el cilindro Aa por el plano H® que es paralelo a los planos opuestos
AB, T'A, y encuentre el plano He al eje en el punto K.
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Digo que, como el cilindro BH es al cilindro Ha, asi el eje EK al eje Kz.

Prolonguese, pues, el eje Ez por cada lado hasta los puntos A, M y disponganse
cuantos ejes se quiera EN, NA iguales al eje EK y cuantos se quiera Zz, =M iguales a
7K. Y considérese sobre el eje AM el cilindro 0X cuyas bases son los circulos oOI1, ®X.
Tracense, a través de los puntos N, =, planos paralelos a AB, I'a y a las bases del cilindro
0X y haganse los circulos Pz, TY en torno a los centros N, 2. Y como los ejes AN, NE,
EK son iguales entre si, entonces los cilindros 11P, PB, BH son entre si como sus bases
[XII 11]; pero sus bases son iguales; luego los cilindros 1p, PB, BH son iguales entre
si. Pues bien, como los ejes AN, NE, EK son iguales entre si, y los cilindros 11p, PB, BH
también son iguales entre si, y es igual el nimero (de los primeros) al nimero (de los
segundos), entonces, el eje KA sera el mismo multiplo del eje EK que el cilindro 11H del
cilindro HB. Por lo mismo, entonces, el eje MK es el mismo multiplo del eje Kz que el
cilindro xH del cilindro HA. Y si el eje KA es igual al eje KM, el cilindro 11H sera también
igual al cilindro HX, y si el eje es mayor que el eje, el cilindro serd también mayor que
el cilindro, y si es menor, menor. Entonces, siendo cuatro magnitudes los ejes EK, KZ
y los cilindros BH, HA, se han tomado los equimultiplos, a saber: el eje AK y el cilindro
1H, del eje EK y el cilindro BH; y (equimultiplos, a saber) el eje KM y el cilindro HX, del
eje Kz y el cilindro Ha; y se ha demostrado que si el eje KA excede al eje KM, también
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el cilindro 1H excede al cilindro HX, y si es igual, igual y si menor, menor. Por tanto,
como el eje EK es al eje Kz, asi el cilindro BH al cilindro HA [V Def. 5]. Q. E. D.

Prorosicion 14

Los conos y cilindros que estan sobre bases iguales son entre si como sus alturas.

Estén, pues, los cilindros EB, zZA sobre bases iguales, a saber: los circulos AB, TA.

Digo que, como el cilindro EB es al cilindro zA, asi el eje Ho al eje KA.

Pues prolonguese el eje KA hasta el punto N y hagase AN igual al eje HO, y
considérese el cilindro r™M en torno al eje AN. Pues bien, como los cilindros EB, I'M
tienen la misma altura, son entre si como sus bases [XII 11]. Pero las bases son iguales
entre si; luego los cilindros EB, 'M son también iguales. Y como el cilindro zm ha
sido cortado por el plano ra que es paralelo a sus planos opuestos, entonces, como el
cilindro ™ es al cilindro za, asi el eje AN al eje KA [XII 13]. Pero el cilindro ™ es
igual al cilindro EB, y el eje AN al eje HO; luego, como el cilindro EB es al cilindro za,
asi el eje HO al eje KA. Pero como el cilindro EB es al cilindro za, asi el cono ABH al
cono rAK [XII 10]. Por tanto, como el eje HO es al eje KA, asi el cono ABH al cono I'AK
y el cilindro EB al cilindro zA. [V Def. 5]. Q. E. D.
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Prorosicion 15



Las bases de los conos y cilindros iguales estan inversamente relacionadas con
las alturas, y aquellos conos y cilindros cuyas bases estan inversamente relacionadas
con sus alturas son iguales.

Sean iguales los conos y cilindros cuyas bases son los circulos ABr'A, EZHO; sean
AT, EH los didmetros (de las bases) y KA, MN los ejes que son también las alturas de
los conos o cilindros, y complétense los cilindros Az, EO.

Digo que las bases de los cilindros A=, EO estan inversamente relacionadas con
sus alturas, y como la base ABI'A es a la base EZHO, asi la altura MN a la altura KA.

Pues la altura AK o es igual a la altura MN o no lo es. Sea en primer lugar igual,
y el cilindro A= es también igual al cilindro EO. Pero los conos y cilindros que tienen
la misma altura son entre si como sus bases [XII 11]; entonces, la base ABT'A es igual
a la base EzHO. De modo que también, en razon inversa, como la base ABIA es a la
base EZH®O, asi la altura MN a la altura KA. Pero ahora no sea la altura AK igual a la
altura MN sino que sea mayor MN, y quitese de la altura MN, TIN igual a KA, y cortese el
cilindro EO por el punto 11 con el plano TY= paralelo a los planos de los circulos EzZH®,
PO, y considérese el cilindro Ex (levantado) a partir del circulo EzH® como base y con
la altura N11. Ahora bien, como el cilindro A= es igual al cilindro EO, entonces, como
el cilindro A= es al cilindro Ez, asi el cilindro EO al cilindro Ex [V 7]. Pero como ¢l
cilindro AH es al cilindro Ez, asi la base ABI'A a la base EzHO: porque los cilindros A=,
Ex tienen la misma altura [XII 11]; y como el cilindro Eo es al cilindro Ez, asi la altura
MN a la altura niN: porque el cilindro EO ha sido cortado por un plano que es paralelo a
sus planos opuestos [XII 13]. Luego, como la base ABr'A es a la base EzHO, asi la altura
MN a la altura riN [V 11]. Pero la altura 1N es igual a la altura KA; entonces, como la
base ABI'A es a la base EzH®, asi la altura MN a la altura KA. Por tanto, las bases de los
cilindros A=, EO estan inversamente relacionadas con sus alturas.
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Pero, ahora, estén las bases de los cilindros A=, EO inversamente relacionadas con
sus alturas, y, como la base ABI'A es a la base EZHO, asi la altura MN a la altura KA.
Digo que el cilindro A= es igual al cilindro Eo.



Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como la base ABr'A es a la base
EZHO, asi la altura MN a la altura KA, mientras que la altura KA es igual a la altura 1N,
entonces, como la base ABTA es a la base EzH®, asi la altura MN a la altura 1N, Pero
como la base ABI'A es a la base EZHO, asi el cilindro A= al cilindro E=: porque tienen
la misma altura [XII 11]; y como la altura MN es a la altura 1N, asi el cilindro EO al
cilindro Ex [XII 13]; entonces, como el cilindro A= es al cilindro Ez, asi el cilindro EO
al cilindro Ex [V 11]. Por tanto el cilindro A= es igual al cilindro Eo [V 9]. Y de la
misma forma también en (el caso de) los conos. Q. E. D.

Pprorosicion 16

Dados dos circulos con el mismo centro, inscribir en el circulo mayor un poligono
equildtero y de un numero par de lados que no toque al circulo menor.

Sean ABTA, EZH® los dos circulos con el mismo centro K.
Asi pues, hay que inscribir en el circulo mayor ABI'A un poligono equilatero y con
un numero par de lados que no toque al circulo EzZH6.
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Tracese, pues, por el centro K, la recta BKA, y tracese, por el punto H, la (recta)
HA formando dngulos rectos con la recta BA y prolonguese hasta el punto r; entonces
AT toca el circulo EzHe [III 16 Por.]. Ahora, si dividimos en dos partes iguales la
circunferencia BAA, y su mitad en dos partes iguales, y procedemos asi sucesivamente,
dejaremos una circunferencia menor que AA; déjese y sea AA; tracese, de A a Ba, la
perpendicular AM y prolonguese hasta N, y tracense AA, AN; entonces AA es igual a AN
[IIT 3; 14]. Y como AN es paralela a Al y AT toca el circulo EZH®, entonces, AN no toca




el circulo EZHO; luego AA, AN estdn lejos de tocar el circulo EzZH®. Ahora, si adaptamos
sucesivamente rectas iguales a AA al circulo ABrA inscribiremos en el circulo ABra
un poligono equilatero y de un nimero par de lados que no toque el circulo menor
EZHO. Q. E. F.

Prorosicion 17

Dadas dos esferas con el mismo centro, inscribir en la esfera mayor un solido
poliedro que no toque la esfera menor en su superficie.

Considérense dos esferas con el mismo centro A.

Asi pues, hay que inscribir en la esfera mayor un solido poliedro que no toque
la esfera menor en su superficie.

Cortense las esferas por un plano a través del centro; entonces las secciones seran
circulos: porque la esfera se generaba permaneciendo fijo el diametro y haciendo girar
el semicirculo en torno a ¢l [XI Def. 14]; de modo que sea cual sea la posicion en que
consideremos el semicirculo, el plano trazado a través de ¢l producira un circulo en
la superficie de la esfera. Y esta claro que también es el maximo posible: porque el
diametro de la esfera que es el diametro del semicirculo y, por supuesto, del circulo, es
mayor que todas las (rectas) trazadas en el circulo o en la esfera. Asi pues, sea BI'AE el
circulo en la esfera mayor, y el circulo zHe el circulo en la esfera menor, y tracense sus
dos diametros BA, I'E que forman angulos rectos entre si, y, dados los dos circulos BrAE,
ZHe con el mismo centro, inscribase en el circulo mayor BrAE, un poligono equilatero y
de un numero par de lados que no toque al circulo menor ZH®; sean BK, KA, AM, ME sus
lados en el cuadrante BE, y una vez trazada KA, proldnguese hasta N, y levantese a partir
del punto A, A= formando angulos rectos con el plano del circulo BrAE y encuentre
la superficie de la esfera en el punto =; tracense planos a través de A= y cada una de
las (rectas) BA, KN; entonces, por las razones antedichas produciran circulos méximos
en la superficie de la esfera. Prodizcanse y sean B=A, K=EN sus semicirculos sobre los
diametros BA, KN. Y puesto que =A forma angulos rectos con el plano del circulo BrAE.,
entonces, todos los planos que pasan por =A forman angulos rectos con el plano del
circulo BraAE [XI 18]; de modo que los semicirculos BzA, K=N forman angulos rectos
con el plano del circulo BrAE. Y como BEA, B2A, KEN son semicirculos iguales —
porque tienen los didmetros iguales BA, KN —Ilos cuadrantes BE, BZ, K= son iguales
entre si. Entonces, cuantos lados del poligono hay en el cuadrante BE, tantos hay
también en los cuadrantes Bz, K=, iguales a las rectas BK, KA, AM, ME. Inscribanse y
sean BO, OIl, IP, PZ, KX, =T, TY, YZ, y tracense =0, TII, YP, y tracense, desde los puntos
0, x perpendiculares al plano del circulo Brae [XI 11]; entonces, caerdn sobre las
secciones comunes de los planos BA, KN: porque los planos de los (semicirculos) BzA,
K=N forman angulos rectos con el plano del circulo Brae. Caigan y sean 0o, =X, y
tracese X®. Ahora bien, como en los semicirculos iguales B=A, K=N se han quitado las
(rectas) iguales BO, K= y se han trazado las perpendiculares 0@, =X; (entonces) O® es
igual a =x y Bo a KX [III 27 y I 26]. Pero la (recta) entera BA también es igual a la



(recta) entera KA; entonces, la restante ®A es igual a la restante xA; luego, como Bo es
a ®A, asi KX a XA; por tanto, =0 es paralela a kB [VI 2]. Y como cada una de las (rectas)
0o, ¥X forma angulos rectos con el plano del circulo Brag, entonces 0o es paralela a
X [XI 6]. Pero se ha demostrado que es igual a ella; luego Xo, =0 son también iguales
y paralelas [I 33]. Y como X@ es paralela a =0, mientras que xX® es paralela a KB;
entonces 0 es también paralela a KB [XI 9]. Y BO, Kz las unen (por sus extremos),
entonces, el cuadrilatero KBOx esta en un plano: porque, si hay dos rectas paralelas y
se toman puntos al azar en ellas, la recta que une los puntos esta en el mismo plano
que las paralelas [XI 7]. Por lo mismo, entonces, cada uno de los cuadrilateros zonT,
TIIPY estan también en un plano [XI 2]. Y también el triangulo YP= est4 en un plano.
Entonces, si consideramos rectas trazadas desde los puntos o, =, I1, T, P, Y hasta el
(punto) A, se construird una figura poliédrica so6lida entre las circunferencias Bz, K=
compuesta de piramides cuyas bases son los cuadrilateros KBOz, *OIIT, TIIPY y el
triangulo YP= y el vértice el punto A. Pero, si seguimos la misma construccion en el
caso de cada uno de los lados KA, AM, ME, como en ¢l caso de BK, y ademas en el caso
de los tres cuadrantes que quedan, se construird una figura poliédrica inscrita en la
esfera comprendida por pirdmides cuyas bases son dichos cuadrilateros y el tridngulo
YP= y los correspondientes a ellos y su vértice el punto A.
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Digo que dicho poliedro no tocara la esfera menor en la superficie en la que esta
el circulo zHe.

Tracese del punto A al plano del cuadrilatero KBOx la perpendicular Ay y encuentre
el plano en el punto y [XI 11], y trdcense yB, yK. Ahora bien, como Ay forma angulos
rectos con el plano del cuadrilatero KBO=, entonces también forma &dngulos rectos con
todas las rectas que la tocan y estan en el plano del cuadrilatero [XI Def. 3]. Luego
Ay forma angulos rectos con cada una de las (rectas) By, yK. Y como AB es igual a
AK, el cuadrado de AB es también igual al cuadrado de AK. Y los cuadrados de Ay, yB
son iguales al cuadrado de AB: porque el angulo correspondiente a vy es recto [I 47].
Y los cuadrados Ay, yK son iguales al cuadrado de AK [id.]. Luego los cuadrados de
Ay, yB son iguales a los cuadrados de Ay, yK. Quitese de ambos el de Ay; entonces el
cuadrado restante, el de By, es igual al cuadrado restante, el de yK; luego By es igual
a yK. Demostrariamos de manera semejante que las rectas trazadas desde y hasta 0, ©
son iguales a cada una de las (rectas) By, yK. Luego el circulo descrito con centro y
y, como distancia, una de las (rectas) yB, yK pasara también a través de O, = y KBOZ
serd un cuadrilatero en un circulo.

Y como KB es mayor que X®, mientras que X es igual a £0, entonces KB es mayor
que x0. Pero KB es igual que cada una de las (rectas) Kz, BO; luego cada una de las
(rectas) Kz, BO es mayor que =. Y como KBOz es un cuadrilatero en un circulo, y KB,
BO, K= son iguales y O menor y By es el radio del circulo, entonces, el cuadrado de
KB es mayor que el doble del cuadrado de By. Tracese la perpendicular kQ del (punto)
K a la (recta) Bo. Y como Ba es menor que el doble de AQ, y, como BA es a AQ, asi
el (rectaingulo comprendido) por AB, BQ al (rectangulo comprendido) por AQ, QB, si
construimos el cuadrado de BQ y completamos el paralelogramo sobre Qa, entonces,
el (rectangulo comprendido) por AB, BQ es menor que el doble del (rectangulo
comprendido) por AQ, OB. Y si se traza KA, el (rectaingulo comprendido) por AB, BQ es
igual al cuadrado de BK, y el (rectangulo comprendido) por AQ, OB es igual al cuadrado
dekQ[II31, VI8 y Por.]; luego el cuadrado de kB es menor que el doble del cuadrado
de k. Pero el cuadrado de kB es mayor que el doble del cuadrado de By; entonces el
cuadrado de KQ es mayor que el cuadrado de By. Ahora bien, como BA es igual a KA,
el cuadrado de BA es igual al cuadrado de AK. Y los cuadrados de By, yA son iguales
al cuadrado de BA, y los cuadrados de KQ, QA son iguales al cuadrado de ka [I 47];
luego los cuadrados de By, yA son iguales a los cuadrados de K@, @A, de los cuales
el cuadrado de kQ es mayor que el de By; por tanto, el cuadrado restante, el de QA
es menor que el cuadrado de yA. Luego Ay es mayor que AQ; entonces Ay es mucho
mayor que AH. Y Ay esta en una base del poliedro y AH en la superficie de la esfera
menor; de modo que el poliedro no toca la esfera menor en su superficie.

Por consiguiente, dadas dos esferas con el mismo centro, se ha inscrito, en la
esfera mayor, un s6lido poliedro que no toca la esfera menor en su superficie. Q. E. F.

Porisma:

Pero también, si se inscribe en otra esfera un sélido poliedro semejante al sélido
poliedro inscrito en la esfera BrAE, el solido poliedro (inscrito) en la esfera BraE guarda
con el s6lido poliedro (inscrito) en la otra esfera una razon triplicada de la que el
didmetro de la esfera BI'AE guarda con el didmetro de la otra esfera. Pues si se dividen



los so6lidos en sus pirdmides semejantes en nimero y disposicion, las piramides seran
semejantes. Pero las pirdmides semejantes guardan entre si una razon triplicada de
la de sus lados correspondientes [XII 8 Por.]. Entonces, la pirdmide cuya base es el
cuadrilatero KBOz y su vértice el punto A guarda con la pirdmide dispuesta de modo
semejante en la otra esfera una razén triplicada de la que el lado correspondiente
guarda con el lado correspondiente, es decir, de la que el radio AB de la esfera con
centro A (guarda) con el radio de la otra esfera. De manera semejante, cada piramide
de las de la esfera con centro A guardard con cada piramide dispuesta de manera
semejante de la otra esfera una razon triplicada de la que (guarda) AB con el radio de
la otra esfera. Ahora bien, como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes,
asi todos los antecedentes a todos los consecuentes [V 12]; de modo que el sélido
poliedro entero (inscrito) en la esfera con centro A guardara con el sélido poliedro
entero (inscrito) en la otra esfera una razon triplicada de la que AB guarda con el radio
de la otra esfera, es decir, de la que el diametro BA guarda con el didmetro de la otra
esfera. Q. E. D.

Prorosicion 18

Las esferas guardan entre si una razon triplicada de la de sus respectivos
diametros.

Consideremos las esferas ABI', AEZ y sus diametros BT, EZ.

Digo que la esfera ABr guarda con la esfera AEZ una razon triplicada de la que
BI' guarda con EZ.

Pues, si la esfera ABI no guarda con la esfera AEZ una razon triplicada de la que
BI' guarda con Ez, entonces, la esfera ABI' guardard una razén triplicada de la que Br
guarda con EZ con una esfera menor que AEZ o con una mayor. Guardela en primer
lugar con la (esfera) menor HOK, y considérese AEZ en torno al mismo centro que HOK,
e inscribase en la esfera mayor el solido poliedro AEZ que no toque la esfera menor
HoK en su superficie [ XII 17], e inscribase también en la esfera ABI un s6lido poliedro
semejante al solido poliedro (inscrito) en la esfera AEz; entonces el solido poliedro
(inscrito) en ABI guarda con el solido poliedro (inscrito) en AEZ una razon triplicada de
la que Br guarda con Ez [XII 17 Por.]. Pero la esfera ABI" guarda con la esfera HOK una
razon triplicada de la que Br guarda con Ez; luego, como la esfera ABI" es a la esfera
HOK, asi el solido poliedro (inscrito) en la esfera ABI al solido poliedro (inscrito) en
la esfera AEZ; y, por alternancia, como la esfera ABI es al solido poliedro (inscrito)
en ella, asi la esfera HOK al solido poliedro (inscrito) en la esfera AEz [V 16]. Pero la
esfera ABI" es mayor que el poliedro (inscrito) en ella; luego la esfera HOK es también
mayor que el solido poliedro (inscrito) en la esfera AEz. Pero también menor —porque
es comprendida por él- por tanto, la esfera ABI no guarda con una esfera menor que
AEZ una razén triplicada de la que el didmetro Br guarda con el (diametro) Ez. De
manera semejante demostrariamos que la esfera AEZ tampoco guarda con una esfera
menor que ABI una razon triplicada de la que Ez guarda con BT.



Digo ahora que la esfera ABT tampoco guarda con una esfera mayor que AEZ una
razon triplicada de la que Br guarda con Ez.



Pues, si fuera posible, guardela con la mayor AMN; entonces, por inversion, la
esfera AMN guarda con la esfera ABI una razon triplicada de la que el didmetro Ez
guarda con el didmetro Br. Pero, como la esfera AMN es a la esfera ABT, asi la esfera AEZ
a una esfera menor que ABT; porque AMN €s mayor que AEZ, segun se ha demostrado
antes [XII 2 Lema]. Entonces la esfera AEzZ guarda con una esfera menor que la esfera
ABT una razon triplicada de la que Ez guarda con Br; lo cual se ha demostrado que
es imposible. Por tanto, la esfera ABI no guarda con una esfera mayor que AEZ una
razon triplicada de la que BI' guarda con Ez. Pero se ha demostrado que tampoco con
una menor.

Por consiguiente, la esfera ABI' guarda con la esfera AEZ una razon triplicada de
la que Br guarda con Ez. Q. E. D.



65 Cf. EUCLIDES, Elementos I-IV, nota 84, pag. 292.

96 L3 tradicion ha atribuido la prueba de este teorema a Hipdcrates. Sin embargo parece mas verosimil
atribuir su conocimiento a Eudoxo a juzgar por la referencia expresa de Arquimedes que remite a Eudoxo los
resultados de XII, 7 Por. y XII 10. Lo esencial en esta proposicion es probar que se puede utilizar el método de
exhauscion con un circulo en el sentido de X 1, inscribiendo sucesivamente en €l poligonos regulares cada uno
de los cuales tiene el doble de lados que el precedente. Pueden verse mas detalles sobre esta prueba concreta y
sobre el mal llamado método «de exhauscion» en general, en L. VEGA, La trama de la demostracion, pags. 352-
55. Recientemente ha vuelto sobre el uso euclideo de la exhauscion en el contexto del libro XII J. L. GARDIES,
«L’organisation du libre XII des Eléments d’Euclides et ses anomalies», Révue d'Histoire des Sciences, XLVII/2
(1994), 189-208.

67 Respeto la terminologia de Euclides que utiliza la palabra didmetros para la diagonal (Cf. Elementos I-
1V, nota 9, pag. 194).

98 Seglin Vera se trata de una ingeniosa demostracion con la que Euclides se topé por una afortunada
coincidencia. Vera aduce a este respecto las palabras de Beppo Levi: «profundizando en el método de exhauscion,
Euclides habria podido llegar al resultado directamente por el razonamiento anterior. Este paso lo hizo Arquimedes
en el tratado de la cuadratura de la parabola, problema que, como sabemos, se puede considerar como una
transposicion del problema del volumen de la piramide.» (Cf. VERA, op. cit., pag. 951).

99 Al parecer no faltan motivos para dudar de la autenticidad del porisma. P sélo lo tiene en el margen,
aunque es de la primera mano.



LIBRO DECIMOTERCERO

Prorosicion 1

Si se corta una linea recta en extrema y media razon, el cuadrado del segmento
mayor junto con el de la mitad de la (recta) entera es cinco veces el cuadrado de
la mitad.

Cortese pues la linea recta AB en extrema y media razon por el punto I', y sea AT
el segmento mayor, prolonguese la recta AA en linea recta con A y hagase Aa (igual
a) la mitad de AB.

Digo que el cuadrado de ra es cinco veces el cuadrado de AA.

Pues construyanse los cuadrados AE, Az de AB, Ar' e inscribase la figura en Az;
prolonguese zr hasta H. Ahora bien, como AB se ha dividido en extrema y media razon
por T, entonces el (rectangulo comprendido) por AB, BI' es igual al cuadrado de Ar
[VI Def. 3y VI 17]. Y el (rectangulo comprendido) por AB, BI' es I'E, mientras que
el (cuadrado) de AT es zo; entonces, I'E es igual a zo. Y como BA es el doble de Aa,
mientras que BA es igual a KA y AA a A®, entonces KA también es el doble de Ae. Pero,
como KA es a A®, asi TK a 1o [VI 1]; luego 1K es el doble de re. Pero también Ao,
or son el doble de re. Entonces Kr es igual a A®, or. Pero se ha demostrado que I'E
también es igual a ©z; luego el cuadrado entero AE es igual al gnomon [II Def. 2] MNz.
Y como BA es el doble de Aa, el cuadrado de BA es el cuadruple del cuadrado de Aa, es
decir, AE (el cuadruple) de Ae. Pero AE es igual al gnomon [II Def. 2] MNZ; entonces
el gnomon MN= es el cuddruple de A0; luego el (cuadrado) entero Az es cinco veces
AO. Ahora bien, Az es el cuadrado de Ar, mientras que AO es el cuadrado de AA; por
tanto, el cuadrado de ra es cinco veces el cuadrado de AA.
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Por consiguiente, si se corta una recta en extrema y media razon, el cuadrado
del segmento mayor junto con el de la mitad de la (recta) entera es cinco veces el

cuadrado de la mitad. Q. E. .79,

PROPOSICION 2

Si el cuadrado de una linea recta es cinco veces el de un segmento de ella, cuando
se corta el doble de dicho segmento en extrema y media razon, el segmento mayor

es la parte restante de la recta inicial.
Sea, pues, el cuadrado de la linea recta AB cinco veces el de su segmento AT, y

sea I'A el doble de Ar.
Digo que si se corta I'A en extrema y media razon, el segmento mayor es I'B.
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Pues constrayanse los cuadrados Az, TH de AB, I'A respectivamente, e inscribase la
figura en Az; tracese BE. Y como el cuadrado de BA es cinco veces el de AT, el cuadrado
de Az es cinco veces el de A@. Entonces el gnomon MN=z es el cuddruple de Ae. Y como
Ar es el doble de rA, entonces el cuadrado de ar es el cuddruple del cuadrado dera, es
decir rH el (cuadruple) de Ae. Pero se ha demostrado que el gnomon MN= también es
el cuadruple de A@; luego el gnomon MN= es igual a rH. Y como AT es el doble de ra,
mientras que AT es igual a TK, y AT’ a '@, entonces KB es también el doble de Be [VI
1]. Pero A®, ©B son el doble de @B; luego KB es igual a A®, ©B. Pero se ha demostrado
que el gnomon entero MN= es igual al (cuadrado) entero r'H; entonces el resto ©z es



igual a BH. Y BH es el (rectangulo comprendido) por T'A, AB, porque I'A es igual a AH;
pero 0z es el cuadrado de 'B; luego el (rectangulo comprendido) por ra, AB es igual
al cuadrado de B. Por tanto, como Ar es a I'B, asi I'B a BA. Ahora bien, Al es mayor
que I'B, entonces también I'B es mayor que BA. Luego, cuando se corta la recta ra en
extrema y media razon, el segmento mayor es I'B.

Por consiguiente, si el cuadrado de una linea recta es cinco veces el de un
segmento de ella, cuando se corta el doble de dicho segmento en extrema y media
razon, el segmento mayor es la parte restante de la recta inicial. Q. E. D.

LEMA

Hay que demostrar como sigue que el doble de Ar es mayor que BT.

Porque, si no, sea BI, si es posible, el doble de I'A; entonces, el cuadrado de Br es
cuatro veces el de r'a; luego los cuadrados de BT, I'A son cinco veces el de I'A. Pero se
ha supuesto que el cuadrado de BA es cinco veces el de I'A; entonces el cuadrado de
BA es igual a los (cuadrados) de BT, T'A; lo cual es imposible [II 4]. Por tanto, I'B no es
el doble de Ar. De manera semejante demostrariamos que tampoco una recta menor
que I'B es el doble de rA; porque es todavia mas absurdo.

Por consiguiente, el doble de AT es mayor que I'B. Q. E. D. 71,

Prorosicion 3

Si se corta una linea recta en extrema y media razon, el cuadrado del segmento
menor junto con el de la mitad del segmento mayor es cinco veces el cuadrado de la
mitad del segmento mayor.

Cortese, pues, una recta AB en extrema y media razén por el punto I, y sea AT el
segmento mayor, y dividase AT en dos partes iguales por el (punto) A.

Digo que el cuadrado de Ba es cinco veces el de Ar.

Pues construyase el cuadrado AE de AB, e inscribase la figura doble. Como Ar es
el doble de ar, entonces el cuadrado de AT es el cuadruple del (cuadrado) de Ar, es
decir px (el cuddruple) de zH. Y como el (rectangulo comprendido) por AB, B es igual
al cuadrado de Ar, y el (rectangulo comprendido) por AB, BT es I'E, entonces I'E es igual
a px. Pero px es el cuadruple de zH; luego I'E es también el cuadruple de zH. Puesto
que AA es, a su vez, igual a AT, también eK es igual a Kz. De modo que el cuadrado
Hz es igual al cuadrado ®@A. Luego HK es igual a KA, es decir MN a NE; de modo que
Mz es también igual a ZE. Pero Mz es igual a I'H; entonces I'H es igual a ZE. Afiddase a
ambos I'N; entonces el gnomon =011 es igual a T'E. Pero se ha demostrado que I'E es el
cuadruple de Hz; luego el gnomon =011 es también el cuadruple del cuadrado zH. Por
tanto el gnomon =oI11 y el cuadrado zH son cinco veces ZH. Pero el gnomon =o11 y el
cuadrado zH son el (cuadrado) AN. Y AN es el cuadrado de AB, mientras que HZ es el
cuadrado de ar. Por tanto, el cuadrado de AB es cinco veces el (cuadrado) de AT. Q. E. D.
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Prorosicion 4

Si se corta una linea recta en extrema y media razon, el cuadrado de la recta
entera y el del segmento menor juntos son el triple del cuadrado del segmento mayor.

Sea AB la recta y cortese en extrema y media razon por el punto I, y sea Al el
segmento mayor.

Digo que los cuadrados de AB, BI' son el triple del cuadrado de ra.

Constrayase, pues, el cuadrado AAEB de AB e inscribase la figura. Pues bien, como
AB se ha cortado en extrema y media razén por I, y AT es el segmento mayor, entonces
el (rectdngulo comprendido) por AB, BI' es igual al cuadrado de Ar [VI Def. 3; VI
17]. Y el (rectdngulo comprendido) por AB, BI' es AK, mientras que el (cuadrado) de
AT es @H; entonces AK es igual a ®@H. Y como Az es igual a zE, afiddase a ambos I'K;
entonces el (area) entera AK es igual al (4rea) entera I'E; luego AK, I'E son el doble de
AK. Pero AK, T'E son el gnomon AMN y el cuadrado T'K; entonces el gnomon AMN y el
cuadrado K son el doble de AK. Pero ademas se ha demostrado que AK es igual a @H;



luego el gnomon AMN y los cuadrados Ik, ©H son el triple del cuadrado ®H. Ahora
bien, el gnomon AMN y los cuadrados 'K, ©H son el (cuadrado) entero AE y I'K, que
son precisamente los cuadrados de AB, BI', mientras que HO es el cuadrado de Ar. Por
tanto, los cuadrados de AB, BI son el triple del cuadrado de Ar. Q. E. D.
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PRroPOSICION 5

Si se corta una linea recta en extrema y media razon y se le ariade (otra) igual al
segmento mayor, la recta entera queda cortada en extrema y media razon, y la recta
inicial es el segmento mayor.

Cortese, pues, la linea recta AB en extrema y media razon por el punto I; sea AT
el segmento mayor y (hagase) AA igual a AT.



Digo que la recta AB se ha cortado en extrema y media razén por el punto A, y
que la recta inicial, AB, es el segmento mayor.

Pues constriyase el cuadrado AE de AB, e inscribase la figura. Como AB se ha
cortado en extrema y media razén por el punto I, entonces el (rectangulo
comprendido) por AB, BT es igual al (cuadrado) de Ar [VI Def. 3; VI 17]. Ahora bien,
el (rectdngulo comprendido) por AB, BT es I'E, mientras que el cuadrado de AT es re;
entonces T'E es igual a er. Pero @E es igual a I'E, y A® a @r; entonces, A® es igual
a @E. Luego el (area) entera AK es igual al (area) entera AE. Y AK es el (rectdngulo
comprendido) por BA, AA, porque AA es igual a AA; mientras que AE es el (cuadrado)
de AB; luego el (rectangulo comprendido) por Ba, AA es igual al (cuadrado) de AB.
Entonces, como AB es a BA, asi BA a AA [VI 17]. Pero AB es mayor que BA; luego BA
es también mayor que AA [VI 14].

Por consiguiente, se ha cortado AB en extrema y media razon por el (punto) A, y
AB es el segmento mayor. Q. E. D.

ProprosICION 6 72

Si una recta expresable se corta en extrema y media razon, cada uno de los
segmentos es la (recta) sin razon expresable llamada apotoma.



Sea AB la recta expresable y cortese en extrema y media razon por el punto I, y
sea AI' el segmento mayor.

Digo que cada una de las (rectas) AT, I'B es la (recta) sin razon expresable llamada
apdotoma.

Prolonguese, pues, BA y hagase AA (igual) a la mitad de BA. Pues bien, como la
recta AB se ha cortado en extrema y media razon por el punto I y se ha afadido al
segmento mayor AT la (recta) AA que es la mitad de AB, entonces el cuadrado de ra es
cinco veces el de AA [XIII 1]. Luego el (cuadrado) de ra guarda con el (cuadrado) de
AA la razén que un nimero guarda con un numero; por tanto el (cuadrado) de ra es
conmensurable con el (cuadrado) de AA [X 6]. Pero el (cuadrado) de AA es expresable,
porque AA es expresable, siendo la mitad de AB que es expresable; entonces el
cuadrado de ra es expresable [X Def. 4]. Luego rA también es expresable. Ahora
bien, como el (cuadrado) de rA no guarda con el cuadrado de AA la razéon que un
numero cuadrado guarda con un niamero cuadrado, entonces I'A es inconmensurable
en longitud con AA [X 9]; luego T'A, AA son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado; por tanto, AT es una ap6toma [X 73]. A su vez, como AB se ha cortado
en extrema y media razén y su segmento mayor es Ar, entonces el (rectdngulo
comprendido) por AB, BI' es igual al cuadrado de Ar [VI Def. 3, VI 17]. Luego el
cuadrado de la apdtoma AT, aplicado a la (recta) expresable AB, produce la anchura BrT;
pero el cuadrado de una apotoma, aplicado a una (recta) expresable, produce como
anchura una primera apdtoma [X 97]; por tanto I'B es una primera apotoma. Pero se
ha demostrado que rA es también una apotoma.

A A [
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Por consiguiente, si una recta expresable se corta en extrema y media razén, cada
uno de los segmentos es la (recta) sin razon expresable llamada ap6toma.

ProrosicioN 7

Si tres angulos de un pentdgono equildtero, sean sucesivos o no, son iguales, el
pentagono sera equiangular.

Sean, pues, en primer lugar, iguales entre si, los tres angulos sucesivos
correspondientes a A, B, I', del pentdgono equilatero ABI'AE.



I A

Digo que el pentdgono ABTAE es equiangular.

Pues tracense Ar, BE, zA. Y como los dos (lados) IB, BA son iguales
respectivamente a BA, AE, y el angulo I'BA es igual al &ngulo BAE, entonces, la base Ar
esigual a la base BE, y el tridangulo ABT es igual al tridangulo ABE y los angulos restantes,
aquellos a los que subtienden los lados iguales, seran también iguales respectivamente
[I 4], es decir: el (4ngulo) Bra al (angulo) BEA, y el (dngulo) ABE al (angulo) raB; de
modo que el lado Az es también igual al lado Bz [I 6]. Pero se ha demostrado que
la (recta) entera AT es también igual a la (recta) entera BE; luego la (parte) restante
zr es igual a la (parte) restante ZE. Pero T'A también es igual a AE. Entonces los dos
(lados) zr, A son iguales a los dos (lados) ZE, EA; y su base zA es comun; entonces
el angulo zra es igual al (dngulo) zEA [I 8]. Pero se ha demostrado que también el
(4ngulo) Bra es igual al (dngulo) AEB; entonces el angulo entero Bra es igual al angulo
entero AEA. Ahora bien, se ha supuesto que el (dngulo) Bra es igual a los angulos
correspondientes a A, B; luego el (angulo) AEA es igual a los angulos correspondientes
a A, B. De manera semejante demostrariamos que el angulo TAE es también igual a los
angulos correspondientes a A, B, I'. Por tanto, el pentdgono ABI'AE es equiangular.



Pero ahora no sean iguales los dangulos sucesivos, sino que sean iguales los
correspondientes a los puntos A, T, A.

Digo que también en este caso el pentagono ABTAE es equiangular.

Tracese, pues, BA. Y como los dos (lados) BA, AE son iguales a los dos (lados)
BI, I'a 'y comprenden angulos iguales, entonces la base BE es igual a la base Ba, y
el triangulo ABE es igual al tridngulo Bra, y los dngulos restantes, aquellos a los que
subtienden angulos iguales, seran también iguales respectivamente [I 4]. Luego el
angulo AEB es igual al &ngulo raB. Pero el angulo BEA es también igual al &ngulo BAE,
porque el lado BE es también igual al lado Ba [I 5]. Entonces, el angulo entero AEA es
igual al &ngulo entero rAE. Pero se ha supuesto que el &ngulo I'AE es igual a los dangulos
A, T; luego el angulo AEA es igual a los correspondientes a A, I'. Por 1o mismo el angulo
ABT es también igual a los dngulos correspondientes a A, T, A. Por consiguiente, el
pentagono ABTAE es equiangular. Q. E. D.

PropoOSICION 8

Si en un pentdagono equilatero y equiangular, unas rectas subtienden dos angulos
sucesivos, se cortan entre si en extrema y media razon y sus segmentos mayores son
iguales al lado del pentdgono.

Subtiendan las rectas AT, BE que se cortan en el punto © a los dos angulos sucesivos
correspondientes a A, B del pentagono equilatero y equiangular ABTAE.
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Digo que cada una de ellas queda cortada en extrema y media razén por el punto
0, y que sus segmentos mayores son iguales al lado del pentagono.

Circunscribase, pues, en torno al pentagono ABTAE, el circulo ABT'AE. Y como las
dos rectas EA, AB son iguales a las dos (rectas) AB, BI' y comprenden angulos iguales,
entonces, la base BE es igual a la base AL, y el tridngulo ABE es igual al tridangulo ABT
y los dngulos restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales, seran también
iguales respectivamente [I 4]. Entonces el &ngulo BAT es igual al angulo ABE; luego
el (dngulo) AGE es el doble del (dngulo) BAT, porque la circunferencia EAT es también
el doble de la (circunferencia) rB [III 28, VI 33]; entonces el angulo ©AE es igual
al (dngulo) A®E; de modo que también la recta ©E es igual a la (recta) EA, es decir,
es igual a la recta AB [I 6]. Y como la recta BA es igual a la (recta) AE, también el
angulo ABE es igual al (dngulo) AEB [I 5]. Pero se ha demostrado que el angulo ABE
es igual al angulo BA®; luego el (angulo) BEA también es igual al (4ngulo) BA®. Y
el angulo ABE es comun a los dos tridngulos ABE y AB®; entonces el angulo restante
BAE es igual al (angulo) restante AeB [I 32]; luego el tridngulo ABE tiene sus angulos
iguales a los del (tridngulo) AB®; por tanto, proporcionalmente, como EB e€s a BA, asi
AB a BO [VI 4]. Pero BA es igual a E®; entonces, como BE es a EO, asi E@ a B. Pero
BE es mayor que E®; luego Ee es mayor que B [V 14]. Por tanto, BE queda cortada
en extrema y media razon por el punto ©, y su segmento mayor ©E es igual al lado



del pentagono. De manera semejante demostrariamos que Ar también queda cortada
en extrema y media razon por el punto @, y que su segmento mayor I'e; es igual al
lado del pentagono. Q. E. D.

Prorosicion 9

Si se unen el lado de un hexagono y el de un decagono inscritos en el mismo
circulo, la recta entera queda cortada en extrema y media razon, y su segmento mayor
es el lado del hexdgono.

Sea ABT el circulo y, de las figuras inscritas en el circulo ABT, sea Br el lado del
decagono y A el del hexagono, y estén en linea recta.

Digo que la recta entera BA queda cortada en extrema y media razén y que su
segmento mayor es el lado del hexagono.



A

Toémese, pues, el punto E como centro del circulo, y trdcense EB, ET, EA, Y
prolonguese BE hasta A. Como BI' es el lado del decagono equilatero, entonces la
circunferencia AIB es cinco veces la circunferencia Br; luego la circunferencia Ar es el
cuadruple de rB. Pero, como la circunferncia AT es a la circunferencia B, asi el angulo
AEr al (4ngulo) rEB [VI 33]; entonces el (angulo) AET es el cuadruple del d&ngulo TEB.



Y como el angulo EBT es igual al (dngulo) Er'B [I 5], entonces el angulo AET es el doble
del (dngulo) ErB [1 32]. Y como la recta ET es igual a la (recta) ra, porque cada una de
ellas es igual al lado del hexagono inscrito en el circulo ABI [IV 15 Por.], el angulo rea
es también igual al dngulo rAE [I 5]; entonces el angulo ErB es el doble del (angulo)
EAT [I 32]. Pero se ha demostrado que el (4ngulo) ErB es el doble del (angulo) AET;
luego el (angulo) AEr es el cuadruple del (angulo) EAr. Pero se ha demostrado que el
angulo AET es el cuadruple del angulo BET; luego el (dngulo) EAT es igual al (angulo)
BEI'. Ahora bien, el angulo EBA es comun a los dos tridngulos BEI y BEA; entonces el
(angulo) restante BEA es igual al angulo restante ErB [I 32]; luego el tridngulo EBA es
de angulos iguales a los del tridangulo EBT. Por tanto, proporcionalmente, como AB es
a BE, asi EB a BI' [VI 4]. Pero EB es igual a rA. Luego, como BA es a ArI', asi AT a I'B.
Pero BA es mayor que Al'; entonces AI' también es mayor que I'B. Por tanto, BA queda
dividida en extrema y media razon y su segmento mayor €s Ar. Q. E. D.

Prorosicion 10

Si se inscribe un pentdagono equilatero en un circulo, el cuadrado del lado del
pentagono es igual a los (cuadrados) de los (lados) del hexagono y el decagono
inscritos en el mismo circulo.

Sea ABTAE el circulo, e inscribase en el circulo ABrAE el pentagono equilatero
ABTAE.

Digo que el cuadrado del lado del pentagono ABIAE es igual a los de los lados del
hexagono y el decagono inscritos en el circulo ABI'AE.

Pues tomese el punto z como centro del circulo y, una vez trazada Az, prolonguese
hasta el punto H; tracese zB y tracese, desde z, ze perpendicular a AB, y prolonguese
hasta el (punto) K y tracense AK, KB; tracese a su vez zA perpendicular a AK y
prolonguese hasta M, y trdcese KN. Como la circunferencia ABIH es igual a la
circunferencia AEAH y, en ellas, ABT es igual a AEA, entonces el resto, la circunferencia
I'H, es igual al resto, la circunferencia HA. Y TA es el (lado) del pentdgono; entonces 'H
es el (lado) del decagono. Y como zA es igual a zB y ze es perpendicular, entonces el
angulo AzK es también igual al (dngulo) kzB [I V, 126]. De modo que la circunferencia
AK es igual a kB [III 26], luego la circunferencia AB es el doble de la circunferencia
BK; por tanto la recta AK es un lado del decdgono. Por lo mismo AK también es el doble
de kM. Ahora bien, como la circunferencia AB es el doble de la circunferencia BK,
mientras que la circunferencia ra es igual a la circunferencia AB, entonces la
circunferencia ra es el doble de la circunferencia BK. Pero la circunferencia ra es el
doble de la circunferencia r'H; luego la circunferencia rH es igual a la circunferencia
BK. Pero BK es el doble de kM, porque también lo es KA; entonces I'H es el doble de
KM. Pero ademas la circunferencia B es el doble de la circunferencia BK, porque la
circunferencia B es igual a BA. Por tanto, la circunferencia entera HB es el doble de
BM; de modo que también el angulo HZB es el doble del d&ngulo BzM [VI 33]. Pero el
(angulo) HzB es también el doble del (dngulo) zAB, porque el (dngulo) zAB es igual



al (dngulo) ABz. Luego el angulo BzN es también igual al d&ngulo zAB. Pero el angulo
ABZ es comun a los dos tridngulos ABZ, BZN; entonces el (angulo) restante AzB es igual
al (angulo) restante BNz [I 32]. Luego el triangulo ABZ es de angulos iguales a los del
triangulo BzN. Por tanto, proporcionalmente, como la recta AB es a la (recta) Bz, asi zB
a BN [V14]; asi pues, el (rectangulo) AB, BN es igual al cuadrado de Bz [VI 17]; como a
su vez AA es igual a AK y AN es comun y forma angulos rectos, entonces la base KN es
igual a la base AN [I 4]; luego el angulo AKN es igual al &ngulo AAN. Pero el (angulo)
AAN es igual al (dngulo) KBN; entonces el (dngulo) AKN es igual al angulo KBN. Y el
(angulo) correspondiente a A es comun a los dos triangulos, AKB y AKN. Entonces el
(angulo) restante AKB es igual al d&ngulo restante KNA [I 32]; luego el triangulo KBA
es de angulos iguales a los del triangulo KNA. Por tanto, proporcionalmente, como la
recta BA €s a AK, asi KA a AN [VI 4]; luego el (rectdngulo) BA, AN es igual al cuadrado
de AK [VI 17]. Pero se ha demostrado que también el (rectangulo) AB, BN es igual al
(cuadrado) de Bz; entonces el (rectangulo) AB, BN junto con el (rectangulo) BA, AN, que
es el (cuadrado) de BA, es igual al (cuadrado) de Bz junto con el (cuadrado) de AK.
Ahora bien, BA es el lado del pentagono, Bz del hexagono y Ak del decagono.
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Por consiguiente, el cuadrado del lado del pentagono regular es igual al del
hexagono y el decagono inscritos en el mismo circulo. Q. E. D.



Prorosicion 11

Si se inscribe un pentagono equilatero en un circulo que tenga diametro
expresable, el lado del pentagono es la (recta) sin razon expresable llamada menor.

Inscribase, pues el pentagono equilatero ABIAE en el circulo ABIAE que tiene el
diametro expresable.
Digo que el lado del pentagono es la (recta) sin razon expresable llamada menor.



A

L

Pues tomese el punto z como centro del circulo y tracense Az, ZB y prolonguense
hasta los puntos H, © y tracese AT y hagase zK igual a la cuarta parte de Az. Pero Az
es expresable, entonces zZK es también expresable. Pero Bz también es expresable;
entonces la (recta) entera BK es expresable. Y como la circunferencia ArH es igual a
la circunferencia AAH y en ellas ABT es igual a AEA, entonces, el resto TH es igual al




resto HA. Luego, si trazamos Aa, se concluye que los d&ngulos correspondientes a A son
rectos y que I'a es el doble de raA. Por lo mismo los (dngulos) correspondientes a M
son rectos y AT es el doble de rMm. Pues bien, como el angulo AAT es igual al (angulo)
AMz y el (angulo) AAT es comun a los dos triangulos ATA y AMZ, entonces el (angulo)
restante ATA es igual al (dngulo) restante MzA [I 32]. Luego el tridngulo ArA es de
angulos iguales a los del tridngulo AMZ; por tanto, proporcionalmente, como AT es a
T'A, asi MZ a ZA; y (tomando) los dobles de los antecedentes, como el doble de AT es a
T'A, asi el doble de Mz a zZA. Pero como el doble de Mz es a zA, asi Mz a la mitad de zA;
entonces también, como el doble de AT es arA, asi Mz a la mitad de zA. Y (tomando)
la mitad de los consecuentes, como el doble de AT es a la mitad de ra, asi Mz a la
cuarta parte de zA. Ahora bien, el doble de AT es Ar; la mitad de rA, T™M; y la cuarta
parte de zA, ZK; entonces, como Al es a I'M, asi Mz a ZK. Y, por composicidon, como la
suma de A, 'M es a I'M, asi MK a Kz [V 18]; luego, como el cuadrado de la suma de Ar,
M es al cuadrado de M, asi el cuadrado de MK al cuadrado de Kz. Y puesto que, si se
corta en extrema y media razon la recta que subtiende dos lados del pentagono, como
AT, el segmento mayor es igual al lado del pentagono, es decir, ar [XIII 8], mientras
que el cuadrado del segmento mayor afiadido a la mitad de la (recta) entera es cinco
veces la mitad del cuadrado de la (recta) entera [XIII 1], y '™ es la mitad de la recta
entera Ar, entonces, el cuadrado de Arm, (tomada) como una (recta) es cinco veces el
cuadrado de rm. Pero se ha demostrado que, como el cuadrado de Arm, tomada como
una recta, es al cuadrado de M, asi el cuadrado de MK al de Kz. Entonces, el cuadrado
de MK es cinco veces el cuadrado de kz. Pero el cuadrado de Kz es expresable, porque
el didmetro es expresable; luego el cuadrado de MK es expresable. Por tanto, MK es
expresable. Y como Bz es el cuadruple de zK, entonces BK es cinco veces Kz; luego
el cuadrado de BK es veinticinco veces el cuadrado de kz. Pero el cuadrado de MK es
cinco veces el cuadrado de Kz. Entonces, el cuadrado de BK es cinco veces el cuadrado
de kM; luego el cuadrado de BK no guarda con el cuadrado de KM la razén que un
numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; por tanto BK es inconmensurable
en longitud con KM [X 9]. Y cada una de ellas es expresable; asi pues, BK, KM son
(rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Pero si se quita de una recta
expresable otra recta expresable conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera,
la (recta) restante, sin razon expresable, es una apotoma; por tanto MB es una apotoma
y MK la adjunta a ella [X 73].

Digo ahora que ademas MB es la cuarta (apotoma). Sea el cuadrado de N igual a
aquello en lo que el (cuadrado) de BK es mayor que el (cuadrado) de KM; entonces el
cuadrado de BK es mayor que el cuadrado de KM en el cuadrado de N. Ahora bien, como
KZ es conmensurable con zB, también, por composicion, KB es conmensurable con zB
[X 15]. Pero Bz es conmensurable con BO; luego BK también es conmensurable con
BO [X 12]. Y como el cuadrado de BK es cinco veces el cuadrado de KM, entonces el
cuadrado de BK guarda con el cuadrado de KM la razén que 5 guarda con 173, Entonces,
por conversion, el cuadrado de BK guarda con el cuadrado de N la razén que 5 guarda
con4 [V 19 Por.], no la que un (nimero) cuadrado guarda con un (nimero) cuadrado;
entonces BK es inconmensurable con N [X 9]; luego el cuadrado de BK es mayor que
el cuadrado de KM en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (BK); y



puesto que el cuadrado de la (recta) entera BK es mayor que el cuadrado de la adjunta,
KM, en el cuadrado de (una recta) inconmensurable con ella (BK), y la recta entera, BK,
es conmensurable con la recta expresable propuesta, B®, entonces MB es una cuarta
apotoma [X Ter. Def. 4]. Pero el rectaingulo comprendido por una recta expresable y
una cuarta apdtoma no tiene razdn expresable y el lado del cuadrado no tiene razon
expresable y se llama «menor» [X 94]. Pero el cuadrado de AB es igual al rectangulo
OB, BM, porque, si se traza Ae, el triangulo ABe es de angulos iguales a los del
(triangulo) ABM y como @B €s a BA, asi AB a BM.

Por consiguiente, el lado AB del pentdgono es la (recta) sin razon expresable
llamada menor. Q. E. D.

Prorosicion 12

Si se inscribe un triangulo equildatero en un circulo, el cuadrado del lado del
triangulo es el triple del (cuadrado) del radio del circulo.

Sea ABr el circulo e inscribase en €l el tridngulo equilatero ABT.
Digo que el cuadrado de un lado del tridngulo ABT es el triple del (cuadrado) del
radio del circulo ABT.



E

Toémese, pues, A como centro del circulo ABT, y, una vez trazada AA prolénguese
hasta E y tracese BE. Ahora bien, como ABI' es un tridngulo equilatero, entonces la
circunferencia BET es la tercera parte de la circunferencia del circulo ABr. Luego la
circunferencia BE es la sexta parte de la circunferencia del circulo. Por tanto, la recta
BE es (el lado) de un hexagono; asi pues, es igual al radio AE [VI 15 Por.]. Y como
AE es el doble de AE, el cuadrado de AE es el cuadruple del de Ea, es decir del de BE.
Pero el cuadrado de AE es igual a los cuadrados de AB, BE [III 31, I 47] entonces los
cuadrados de AB, BE son el cuddruple del (cuadrado) de BE. Luego, por separacion, el
(cuadrado) de AB es el triple del de BE. Pero BE es igual a AE; por tanto, el cuadrado
de AB es el triple del de AE.

Por consiguiente, el cuadrado del lado del triangulo es el triple del (cuadrado) del
radio [del circulo]. Q. E. D.



Prorosicion 13

Construir una piramide, envolverla™ en una esfera dada y demostrar que el
cuadrado del diametro de la esfera es una vez y media el del lado de la piramide.

Pongase AB como diametro de la esfera dada y cortese por el punto I, de modo
que AT sea el doble de B; describase sobre AB el semicirculo AAB; tracese rA formando
angulos rectos con AB desde el punto T, y tracese AA; pongase el circulo EZH que tenga
el radio igual a Ar e inscribase en el circulo EzH el tridngulo equilatero EzH [IV 2];
tomese el punto ® como centro del circulo [III 1]; tracense E®, 67, ©H; desde el punto
o levantese oK formando dngulos rectos con el plano del circulo EzH [ X1 12] y quitese
de oK la (recta) oK igual a Ar, y trdcense KE, Kz, KH; ahora bien, como K© forma
angulos rectos con el plano del circulo EzH, formara también dngulos rectos con todas
las rectas que la tocan y estdn en el plano del circulo EzH [XI Def. 3]. Pero cada una
de las rectas ©E, 07, ©H la toca; entonces 6K forma angulos rectos con cada una de las
(rectas) ®E, ®z, ®H. Y como AT es igual a ©K y I'a a O, y comprenden angulos rectos,
entonces la base AA es igual a la base KE [I 4]. Por lo mismo cada una de las rectas
KZ, KH es también igual a AA; luego las tres (rectas) KE, KZ, KH son iguales entre si.
Y como Ar es el doble de B, entonces AB es el triple de Br. Pero como AB es a BT,
asi el cuadrado de Aa al cuadrado de Ar como se demostrara enseguida’®. Entonces
el cuadrado de Aa es el triple del cuadrado de ar. Pero el cuadrado de zE es también
el triple del cuadrado de Ee [XIII 12], y Ar es igual a E®; entonces AA es igual a Ez.
Ahora bien, se ha demostrado que AA es igual a cada una de las (rectas) KE, KZ, KH;
entonces las (rectas) Ez, ZH, HE son iguales a las (rectas) KE, Kz, KH respectivamente;
luego los cuatro tridngulos EZH, KEZ, KZH, KEH son equilateros. Por tanto, a partir de
cuatro tridngulos equilateros, se ha construido una piramide cuya base es el triangulo
EZH y su vértice el punto K.



Ahora hay que envolverla en la esfera dada y demostrar que el cuadrado del
diametro de la esfera es una vez y media el del lado de la piramide.



Prolonguese, pues, la recta ©A en linea recta con K@, y hagase oA igual a rB. Y
dado que, como AT es aTA, asira arB [VI 8 Por.] mientras que AT es igual a K®, T'A a ©F
y I'B a ©A, entonces como Ko es a Ok, asi E@ a 0A; luego el (rectangulo comprendido)
por Ko, @A es igual al cuadrado de Ee [VI 17]. Y cada uno de los d&ngulos KOE, EOA es
recto; entonces el semicirculo descrito sobre KA pasard también por el (punto) E [VI
8; 111 31]. Entonces, si permaneciendo fija KA, se hace girar el semicirculo y se vuelve
a la posicion de donde empezd a moverse, pasara también por los puntos z, H, pues
trazadas las rectas zA, AH, los angulos correspondientes a z, H resultan parejamente
rectos; y la pirdmide quedara envuelta en la esfera dada. Porque kA, el didmetro de
la esfera, es igual al diametro AB de la esfera dada, ya que ke se ha hecho igual a
AT 'Y ©A aTB.

Digo ademas que el cuadrado del diametro de la esfera es una vez y media el del
lado de la pirdmide.

Pues como Ar es el doble de B, entonces AB es el triple de Br; luego, por
conversion, BA es una vez y media Ar. Pero como BA es a AT, asi el cuadrado de BA
al de aA. Luego el cuadrado de BA es una vez y media el de AA. Y BA es el diametro
de la esfera dada y Aa es igual al lado de la pirdmide.

Por consiguiente, el cuadrado del didmetro de la esfera es una vez y media el del
lado de la pirdmide. Q. E. D.

LEMA
Hay que demostrar que, como AB es a BI', asi el cuadrado de Aa al cuadrado de ra.
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Pongase, pues, la figura del semicirculo, y tracese AB; construyase sobre ATl el
cuadrado Er y complétese el paralelogramo zB. Pues bien, dado que, por ser el
triangulo AAB de dngulos iguales a los de AAT, como BA es a AA, asiaa a AT [VI8; VI 4],
entonces el (rectangulo comprendido) por BA, AT es igual al (cuadrado) de Aa [VI 17].
Y dado que, como AB es a BI', asi EB a BZ [VI 1] y EB es el (rectangulo comprendido)
por BA, AT —porque EA es igual a AT— mientras que BZ es el rectangulo comprendido)
por Ar, I'B, entonces, como AB es a BT, asi el (rectdngulo comprendido) por BA, AT al
(rectangulo comprendido) por AT, I'B. Ahora bien, el (rectangulo comprendido) por
BA, AT es igual al cuadrado de AA, mientras que el (rectdngulo comprendido) por AT,



B es igual al (cuadrado) de ar, porque la perpendicular Ar es la media proporcional
de los segmentos AT, I'B de la base por ser recto el angulo AAB [VI 8 Por.]. Entonces,
como AB es a B, asi el cuadrado de aa al cuadrado de AT. Q.E. D.

Prorosicion 14

Construir un octaedro y envolverlo en una esfera como en la (proposicion)
anterior, y demostrar que el cuadrado del diametro de la esfera es el doble del

(cuadrado) del lado del octaedro.

Pongase el diametro AB de la esfera dada y dividase en dos por el punto T}
describase sobre AB el semicirculo AAB, y tracese, desde el punto r, ra formando
angulos rectos con AB; tracese AB; pongase el cuadrado EZH® que tenga cada uno de
sus lados igual a AB, y tracense ©z, EH; levantese, a partir del punto K, la recta KA
formando angulos rectos con el plano del cuadrado EzHe [ X1 12] y prolonguese hacia
el otro lado del plano como KM, y de las (rectas) KA, KM quitense respectivamente KA,
KM iguales a una de las (rectas) EK, ZK, HK, OK y tracense AE, AZ, AH, A®, ME, MZ, MH,
M@. Como KE es igual a Ko y el angulo EK® es recto, entonces el (cuadrado) de @E es
el doble del cuadrado de K [I 47]. Como, a su vez, AK es igual a KE y el angulo AKE
es recto, entonces el cuadrado de EA es el doble del cuadrado de Ex [id]. Pero se ha
demostrado que también el cuadrado de ©E es el doble del cuadrado de EK; entonces
el cuadrado de AE es igual al cuadrado de E®; luego AE es igual a Ee. Por lo mismo, A®
es también igual a ©E; por tanto, el tridangulo AE® es equilatero. De manera semejante
demostrariamos que cada uno de los tridngulos restantes cuyas bases son los lados
del cuadrado EzH® y sus vértices los puntos A, M, son equildteros; por tanto, se ha
construido un octaedro comprendido por ocho tridngulos equilateros.
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Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar que el cuadrado del
diametro de la esfera es el doble del (cuadrado) del lado del octaedro.

Pues como las tres (rectas) AK, KM, KE son iguales entre si, entonces el semicirculo
descrito sobre AM pasara también por el punto E. Y por lo mismo, si, permaneciendo
fija AM, se hace girar el semicirculo y se vuelve a la misma posicion desde donde
empezd a moverse, pasara también por los puntos z, H, @, y el octaedro quedara
envuelto en una esfera. Digo ademas que también en la esfera dada. Pues como AK es
igual a KM y KE es comun y comprenden angulos rectos, entonces, la base AE es igual
a la base EM [I 4]. Y como el angulo AEM es recto, porque esta en un semicirculo [I11
31], entonces el cuadrado de AM es el doble del cuadrado de AE [I 47]. Como, a su
vez, AT es igual a B, AB es el doble de Br. Pero como AB es a BT, asi el cuadrado de AB
al cuadrado de BA; entonces el cuadrado de AB es el doble del cuadrado de Ba. Pero se
ha demostrado que también el cuadrado de AM es el doble del de AE. Y el cuadrado de
AB es igual al cuadrado de AE, porque Eo se ha hecho igual a AB. Entonces el cuadrado



de AB es igual al cuadrado de AM; luego AB es igual a AM. Y AB es el diametro de la
esfera dada; por tanto AM es igual al didmetro de la esfera dada.

Por consiguiente, se ha envuelto el octaedro en la esfera dada. Y se ha demostrado
al mismo tiempo que el cuadrado del didmetro de la esfera es el doble del (cuadrado)
del lado del octaedro. Q. E. D.

Prorosicion 15

Construir un cubo y envolverlo en una esfera como la piramide, y demostrar que
el cuadrado del diametro de la esfera es el triple del (cuadrado) del lado del cubo.

Pongase AB como didmetro de la esfera dada y cortese por el punto I de modo
que AT sea el doble de 'B; describase sobre AB, el semicirculo ArB; desde el punto I,
tracese T'A formando angulos rectos con AB, y trdcese AB; pongase el cuadrado EZHG
que tenga el lado igual a AB, y tracense, desde los puntos E, Z, H, © las (rectas) EK,
ZA, HM, ©N formando angulos rectos con el plano del cuadrado EzH®; y de EK, ZA, HM,
ON quitense respectivamente EK, ZA, HM, ON iguales a una de las (rectas) Ez, ZH, HO,
OE, y tracense KA, AM, MN, NK; entonces se ha construido el cubo zN comprendido por
seis cuadrados iguales. Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar que
el cuadrado del diametro de la esfera es el triple del (cuadrado) del lado del cubo.
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Tracense, pues, KH, EH. Y como el angulo KEH es recto, porque KE forma angulos
rectos con el plano EH y, evidentemente, también con la recta EH [ XI Def. 3], entonces
el semicirculo descrito sobre KH pasara por el punto E. Como, a su vez, HZ forma
angulos rectos con cada una de las (rectas) zA, ZE, entonces HZ forma angulos rectos
también con el plano zK; de modo que, si trazamos la (recta) zK, Hz formara también
angulos rectos con la (recta) ZK; y por eso, el semicirculo descrito sobre HK pasara a su
vez por el (punto) z. De manera semejante, pasard también por los puntos (angulares)
restantes del cubo. Entonces, si, permaneciendo fija KH, se hace girar el semicirculo
y se vuelve al mismo lugar de donde empez6 a moverse, el cubo quedara envuelto
en la esfera.

Digo ademads que en la esfera dada.

Pues como Hz es igual a ZE y el angulo correspondiente a z es recto, entonces el
cuadrado de EH es el doble del de Ez. Pero Ez es igual a EK; entonces el cuadrado de
EH es el doble del cuadrado de EK; de modo que los cuadrados de HE, EK, es decir, el
cuadrado de HK [I 47], son el triple del cuadrado de EK. Y como AB es el triple de Br,
mientras que, como AB es a BT, asi el cuadrado de AB al cuadrado de Ba, entonces el
cuadrado de AB es el triple del cuadrado de BA. Pero se ha demostrado que también



el cuadrado de HK es el triple del cuadrado de KE. Y KE se ha hecho igual a AB; luego
KH es también igual a AB. Y AB es el diametro de la esfera dada; por tanto, KH es igual
al diametro de la esfera dada.

Por consiguiente, el cubo ha quedado envuelto en la esfera dada y se ha
demostrado, al mismo tiempo, que el cuadrado del diametro de la esfera es el triple
del (cuadrado) del lado del cubo. Q. E. D.

Prorosicion 16

Construir un icosaedro y envolverlo en una esfera, como en las figuras
antedichas, y demostrar que el lado del icosaedro es la (recta) sin razon expresable
llamada «menory.

Pongase AB como didmetro de la esfera dada [véase la figura de la pag. 344] y
cortese por el punto I de modo que AT sea el cuadruple de 'B; describase sobre AB el
semicirculo AAB; tracese desde T la linea recta ra que forme angulos rectos con AB,
y tracese AB; pongase el circulo EZHOK, cuyo radio sea igual a AB, e inscribase en el
circulo EzHeK el pentagono equildtero y equiangular EZHeOK; dividanse en dos partes
iguales las circunferencias Ez, ZH, HO®, OK, KE por los puntos A, M, N, £, O, y tracense AM,
MN, NZ, 20, OA, EO. Entonces, el pentdgono AMN=0 es también equilatero, y la recta
EO es (el lado) de un decagono. Y desde los puntos E, 7, H, ©, K, levantense las rectas
EIl, ZP, HX, OT, KY que formen angulos rectos con el plano del circulo y sean iguales al
radio del circulo EZHEK; tracense P, PE, =T, TY, YII, TIA, AP, PM, MZ, 3N, NT, TE, ZY, YO,
oI1. Y como cada una de las (rectas) EI1, Ky forma angulos rectos con el mismo plano,
entonces EIl es paralela a Ky [XI 6]. Pero también es igual a ella. Y las rectas que
unen por los (extremos) del mismo lado a (rectas) iguales y paralelas, son también
ellas mismas iguales y paralelas [I 33]. Entonces 1y es igual y paralela a EK. Pero EK
es (un lado) del pentagono equilatero; luego 1y también es (un lado) del pentdgono
equilatero inscrito en el circulo EzZHOK. Por lo mismo, cada una de las (rectas) 11p, px,
*T, TY es (un lado) del pentagono equilatero inscrito en el circulo EzHOK; luego el
pentagono IPETY es equilatero. Y como IE es (el lado) de un hexagono mientras que
EO es (el lado) de un decagono, y el &ngulo IMEO es recto, entonces 110 es (el lado) de un
pentagono, porque el cuadrado del lado del pentagono es igual al cuadrado del lado
del hexagono y el del decagono inscritos en el mismo circulo [XIII 10]. Por lo mismo,
OY es también un lado del pentdgono. Pero 11y es también (un lado) del pentagono;
luego el tridngulo 110Y es equilatero. Por lo mismo cada uno de los (tridngulos) TAP,
PMZ, INT, TEY es equilatero. Y como se ha demostrado que cada una de las (rectas)
IA, 10 es (un lado) del pentagono, A0 también es (un lado) del pentagono, entonces el
triangulo 11AO es equilatero. Por lo mismo, cada uno de los triangulos APM, MEN, NTZ,
ZYO es equilatero. Toémese el punto ® como centro del circulo EZHOK; y a partir de @,
levantese ®Q formando dngulos rectos con el plano del circulo y prolénguese hacia el
otro lado como @, y quitese oX, lado del hexdgono, y cada una de las (rectas) o¥, XQ,
lados del decagono, y tracense 11Q, 11X, YQ, E®, A®, A¥Y, ¥M. Ahora bien, como cada una



de las (rectas) oX, IE forma angulos rectos con el plano del circulo, entonces oX es
paralela a e [ XI 6]. Pero también son iguales; entonces E®, I1X también son iguales y
paralelas [I 33]; pero E® es (el lado) de un hexagono; entonces 11x es también (el lado)
de un hexdgono. Y como 11x es (el lado) de un hexagono y x (el) de un decdgono y el
angulo 11xQ es recto, entonces 11Q es el lado de un pentagono [XIII 10]. Por lo mismo
YQ es también el (lado) de un pentagono, porque si trazamos ®K, XY seran también
iguales y opuestas, y oK, siendo un radio, es (el lado) de un hexagono [IV 15 Por.],
entonces XY es (el lado) de un hexdgono. Pero xQ es (el lado) de un decagono, y el
angulo YxQ es recto, entonces YQ es (el lado) de un pentagono [XIII 10]. Pero ny
también es de un pentagono; luego el tridngulo 1yQ es equilatero. Por lo mismo, cada
uno de los restantes triangulos cuyas bases son las rectas I1p, Pz, =T, TY, Yy su vértice
el punto Q son equilateros. Y como @A es a su vez (el lado) de un hexadgono y o¥ (el)
de un decagono y el angulo A®¥ es recto, entonces A¥ es (el lado) de un pentagono
[XTII 10]. Por lo mismo, si trazamos Ma que es (el lado) de un hexdgono, se sigue que
MYy también es el (lado) de un pentagono y AM también es el (Iado) de un pentagono;
luego el triangulo AMY¥ es equilatero. De manera semejante se demostraria que cada
uno de los tridngulos restantes cuyas bases son MN, Nz, 20, OA y su vértice el punto
¥ son equilateros. Por tanto, se ha construido un icosaedro comprendido por veinte
triangulos equilateros.
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Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar que el lado del icosaedro
es la (recta) sin razon expresable llamada «menor.

Pues como @X es (el lado) de un hexagono y xQ de un decadgono, entonces oQ
se ha cortado en extrema y media razon por el (punto) X y ®X es su segmento mayor
[XIII 9]; entonces, como Q@ es a X, asi ®X a O¥; pero ®X es igual a ®E y XQ a o¥;
entonces, como XQ es a ®E, asi E® a ¥, y los angulos Q®E, Eo¥ son rectos; luego,
si trazamos la recta EQ, el angulo YEQ serd recto por la semejanza de los triangulos



YEQ, ©EQ. Por lo mismo, dado que, como Qo es a oX, asi ®X a XQ, mientras que Qo
es igual a ¥X y ®X a XII, entonces, como ¥X es a XII, asi I1X a XQ. Y de nuevo, por la
misma razon, si trazamos I1¥, el angulo correspondiente a 11 serd recto [VI 8]; luego el
semicirculo descrito sobre wQ pasara también por 11 [III 31]. Y si permaneciendo fija
¥Q, se hace girar el semicirculo y se vuelve a la misma posicion desde donde empez6
a moverse pasara también por 11y los puntos (angulares) restantes del icosaedro; y el
icosaedro quedard envuelto en una esfera.

Digo ahora que en la esfera dada.

Dividase, pues, ®X en dos partes iguales por el punto A’. 'Y como la linea recta o
ha sido cortada en extrema y media razon por el (punto) X y su segmento menor es
QX, entonces el cuadrado de ox anadido a la mitad del segmento mayor XA’ es cinco
veces el cuadrado de la mitad del segmento mayor [XIII 3]; entonces el cuadrado de
QA’ es cinco veces el cuadrado de A’X. Ahora bien, Q¥ es el doble de @A’ y ox el
doble de A’X; entonces, el cuadrado de Q¥ es cinco veces el cuadrado de X@. Y como
AT es el cuddruple de B, entonces AB es cinco veces BI'. Pero como AB es a BT, asi el
cuadrado de AB al cuadrado de BA [VI §; V Def. 9]; luego el cuadrado de AB es cinco
veces el cuadrado de BA. Pero se ha demostrado que el cuadrado de Q¥ es cinco veces
el cuadrado de oX. Y AB es igual a oX, porque cada una de ellas es igual al radio del
circulo EZHOK; entonces AB es igual a ¥Q. Y AB es el didmetro de la esfera dada; luego
vQ es igual al diametro de la esfera dada. Por tanto, el icosaedro queda envuelto en
la esfera dada.

Digo ahora que el lado del icosaedro es la (recta) sin razoén expresable llamada
«menon.

Pues como el didmetro de la esfera es expresable y su cuadrado es el quintuple del
radio del circulo EzZHOK, entonces el radio del circulo EZHOK es expresable, de modo
que también su didmetro es expresable. Pero si se inscribe un pentagono equilatero
en un circulo de didmetro expresable, el lado del pentagono es la (recta) sin razoén
expresable llamada «menor» [XIII 11]. Pero el lado del pentagono es el lado del
icosaedro.

Por consiguiente, el lado del icosaedro es la (recta) sin razén expresable llamada
«menor.

Porisma:

A partir de esto queda claro que el cuadrado del didmetro de la esfera es el
quintuple del (cuadrado del) radio del circulo a partir del cual se ha trazado el
icosaedro, y que el diametro de la esfera estd compuesto por el (lado) del hexagono y
dos de los (lados) del decagono inscritos en el mismo circulo. Q. E. D.

Prorosicion 17

Construir un dodecaedro y envolverlo en una esfera como en las figuras
antedichas, y demostrar que el lado del dodecaedro es la (recta) sin razon expresable
llamada apotoma.



Ponganse los dos planos ABrA, 'BEZ del cubo antedicho formando angulos rectos
entre si y dividase en dos partes iguales cada uno de los lados AB, BT, I'A, AA, EZ, EB,
Zr por los puntos H, 0, K, A, M, N, Z; trdcense HK, ©A, MO, Nz, y cortese cada una de
las (rectas) NO, O=, @Il en extrema y media razén por los puntos P, £, T, y sean sus
segmentos mayores PO, Oz, TIT; levantense desde los puntos P, 3, T, las (rectas) Py, @,
TX formando angulos rectos con los planos del cubo hacia la parte exterior del cubo,
y hdganse iguales a Po, Oz, TII, y tradcense YB, BX, XTI, ['D, dY.
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Digo que el pentagono YBXI® es equilatero y esta en un plano y ademas que es
equiangular.

Tracense, pues, PB, B, ®B. Y como la recta NO ha sido cortada en extrema y media
razon por el punto P y PO es el segmento mayor, entonces, los cuadrados de ON, NP
son el triple del cuadrado de po [XIII 4]. Pero ON es igual a NB y OP a PY; entonces, los
cuadrados de BN, NP son el triple del cuadrado de py. Pero el cuadrado de BP es igual
a los cuadrados de BN, NP [I 47]; entonces, el cuadrado de Bp es el triple del cuadrado
de py; de modo que los cuadrados de Bp, PY son el cuadruple del cuadrado de py. Pero
el cuadrado de BY es igual a los cuadrados de Bp, PY; entonces el cuadrado de BY es
el cuadruple del cuadrado de Yp; luego BY es el doble de Py. Pero oy es también el
doble de yp, porque =P también es (el doble) de op, es decir de py. Entonces BY es
igual a Yo. De manera semejante se demostraria que cada una de las (rectas) BX, XTI,
ro es igual a cada una de las (rectas) BY, Yo. Luego el pentagono BYorx es equilatero.

Digo ahora que también esta en un plano.

Tracese, pues, desde el punto 0, la (recta) o paralela a cada una de las (rectas)
PY, =& hacia la parte exterior del cubo, y tracense vo, 6X.

Digo que ¥oX es una recta.

Pues como er11 ha sido cortada en extrema y media razon por T, y su segmento
mayor es IIT, entonces, como OI1 es a IIT, asi [T a Te. Pero 11 es igual a ©0, y 1T a
cada una de las (rectas) TX, O¥; entonces, como ©0 es a 0¥, asi XT a Te. Ahora bien,
00 es paralela a Tx, porque cada una de ellas forma angulos rectos con el plano BA
[XI 6]; y Te (es paralela) a o¥, porque cada una de ellas forma angulos rectos con el
plano Bz [id.]. Pero si dos triangulos como Y06, eTX, que tienen dos lados (de uno)
proporcionales a dos lados (del otro), se construyen unidos por un angulo de modo
que sus lados correspondientes sean paralelos, las restantes rectas estaran en linea
recta [VI 32]. Entonces ®© estara en linea recta con ©X. Pero toda recta esta en un
plano [XI 17]; luego el pentdgono YBXI'® esta en un plano.

Digo ahora que es equiangular.

Pues como la linea recta NO ha sido cortada en extrema y media razén por el
(punto) P, y su segmento mayor es OP, y OP es igual a Oz, entonces Nz ha sido cortada
en extrema y media razén por el (punto) 0, y su segmento mayor es NO [XIII 5];
luego los (cuadrados) de Nz, 0 son el triple del cuadrado de No [XIII 4]. Pero NO es
igual a NB y O= a zo; entonces los cuadrados de Nz, =@ son el triple del cuadrado de
NB; de modo que los cuadrados de @z, =N, NB son el cuddruple del cuadrado de NB.
Pero el cuadrado de =B es igual a los cuadrados de =N, NB; entonces los cuadrados de
Bz, @, es decir, el cuadrado de Bo (porque el angulo @Bz es recto), son el cuadruple
del cuadrado de NB; luego @B es el doble de BN. Pero Br es también el doble de BN;
entonces Bo es igual a Br. Ahora bien, como las dos rectas BY, Yo son iguales a las
dos rectas BX, XI' y la base Bo es igual a la base Br, entonces el &ngulo By® es igual al
angulo BXT [I 8]. De manera semejante demostrariamos que el angulo Yor es igual al
angulo BXT; entonces los tres angulos BXI', BY®, YOI son iguales entre si. Pero si tres
angulos de un pentagono equilatero son iguales entre si, el pentdgono sera equiangular
[XIII 7]; luego el pentagono BY®rX es equiangular; y se ha demostrado que también es
equilatero; por tanto, el pentdgono BY®orx es equilatero y equiangular y esta sobre un



lado, Br, del cubo. Por tanto, si seguimos la misma construccion sobre cada uno de los
doce lados del cubo, se construira una figura s6lida comprendida por doce pentagonos
equilateros y equiangulares que se llama dodecaedro.

Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar que el lado del
dodecaedro es la recta sin razon expresable llamada ap6toma.

Prolonguese, pues, Y0 y resulte wQ; entonces, 0Q da con el didmetro del cubo
y se dividen en dos partes iguales una a otra, porque esto se ha demostrado en el
penultimo teorema del libro XI [XI 38]. Cortense por el punto Q; entonces Q es el
centro de la esfera que envuelve el cubo y Q0 es la mitad del lado del cubo. Tracese
ahora YQ, y como la linea recta Nz ha sido cortada en extrema y media razon por el
punto O y su segmento mayor es NO, entonces los cuadrados de Nz, 20 son el triple
del cuadrado de No [XIII 4]. Pero Nz es igual a ¥Q, porque también NO es igual a 0Q
y Y0 a 0z. Pero también o= (es igual) a Qv, porque también (es igual) a PO; entonces
los cuadrados de Q¥, ¥y son el triple del cuadrado de No. Pero el cuadrado de Y es
igual a los cuadrados de Q¥, ¥y; entonces el cuadrado de v es el triple del cuadrado
de No. Pero el cuadrado del radio de la esfera que envuelve al cubo es también el
triple del cuadrado de la mitad del lado del cubo, pues se ha demostrado anteriormente
como construir un cubo y envolverlo en una esfera y como probar que el cuadrado del
diametro de la esfera es el triple del cuadrado del lado del cubo [XIII 15]. Y si el todo
(es el triple) del todo, también la mitad lo es de la mitad; y NO es la mitad del lado del
cubo; luego Y es igual al radio de la esfera que envuelve al cubo. Ahora bien Q es el
centro de la esfera que envuelve al cubo; entonces el punto Y estd en la superficie de
la esfera. De manera semejante demostrariamos que cada uno de los restantes angulos
del dodecaedro estan en la superficie de la esfera; por tanto, el dodecaedro queda
envuelto en la esfera dada.

Digo ahora que el lado del dodecaedro es la recta sin razon expresable llamada
apdtoma.

Pues como, una vez cortada NO en extrema y media razon, PO es su segmento
mayor y, una vez cortada O= en extrema y media razén, Oz es su segmento mayor;
entonces, si se corta la recta entera N= en extrema y media razén, su segmento mayor
es px. Puesto que, como NO es a Op, OP a PN, también lo son los dobles, porque las
partes guardan la misma razén que sus equimultiplos [V 15]. Luego, como N= es a
Pz, asi Pr a la suma de Np, 2=. Pero N= es mayor que Pz, entonces Px es mayor que la
suma de NP, 3=; entonces N= ha sido cortada en extrema y media razon, y su segmento
mayor es Px. Y Pz es igual a Yo; luego, si se corta N= en extrema y media razon, el
segmento mayor es Yo. Y como el diametro de la esfera es expresable y su cuadrado
es el triple del cuadrado del lado del cubo, entonces N=, que es el lado del cubo, es
expresable. Pero si una linea expresable se corta en extrema y media razén, cada uno
de los segmentos es una recta sin razén expresable (Ilamada) apotoma [XIII 6].

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si se corta el lado del cubo en extrema y media
razon, el segmento mayor es el lado del dodecaedro. Q. E. D.



Prorosicion 18

Poner los lados de las cinco figuras y compararlos entre si.

Pongase el diametro AB de la esfera dada y cortese por el punto I de modo que
AT sea igual a B, y por el punto A de modo que AA sea el doble de AB; y describase
sobre AB el semicirculo AEB, y a partir de T, A, tracense I'E, AZ formando angulos rectos
con AB, y tracense Az, ZB, EB. Y como AA es el doble de AB, entonces AB es el triple
de BA. Luego, por conversion, BA es una vez y media AA. Pero como BA es a AA, asi
el cuadrado de BA al cuadrado de Az [V Def. 9; VI 18]; porque el triangulo AZB es
de angulos iguales a los del tridngulo Aza; entonces el cuadrado de BA es una vez y
media el cuadrado de Az. Pero el cuadrado del diametro de la esfera también es una
vez y media el (cuadrado del) lado de la piramide [XIII 3]. Y AB es el diametro de la
esfera; luego Az es igual al lado de la piramide.

H

g

A K I A A

Como AA es a su vez el doble de AB, entonces AB es el triple de BA. Pero, como
AB es a BA, asi el cuadrado de AB al cuadrado de Bz [VI 8; V Def. 9]; entonces el
cuadrado de AB es el triple del cuadrado de Bz. Pero el cuadrado del didmetro de la



esfera es el triple del lado del cubo [XIII 15]. Y AB es el diametro de la esfera; luego
Bz es el lado del cubo.

Y como AT es igual a I'B, entonces AB es el doble de Br. Pero, como AB es a BI,
asi el cuadrado de AB al cuadrado de BE; entonces el cuadrado de AB es el doble del
cuadrado de BE. Pero el cuadrado del didametro de la esfera es también el doble del
(cuadrado del) lado del octaedro [XIII 14]. Y AB es el diametro de la esfera dada;
luego BE es el lado del octaedro.

Tracese, pues, desde el punto A, AH formando &dngulos rectos con AB, y hagase
AH igual a AB; tracese HT y, desde 0, tracese ©K perpendicular a AB. Ahora bien, dado
que HA es el doble de AT, porque HA es igual a AB; y como HA €s a AT, asi ©K a KT,
entonces ©K es el doble de Kr. Luego el cuadrado de oK es el cuddruple del cuadrado
de Kr. Por tanto, los cuadrados de ek, KT que son el cuadrado de er, son el quintuple
del cuadrado de Kr. Pero er es igual a I'B; entonces el cuadrado de Br es el quintuple
del cuadrado de rk. Y como AB es el doble de B, y en ellas AA es el doble de AB,
entonces la (recta) restante BA es el doble de la (recta) restante ar. Luego Br es el
triple de ra; por tanto, el cuadrado de Br es nueve veces el cuadrado de rA. Pero el
cuadrado de Br es el quintuple del cuadrado de rK; entonces el cuadrado de Ik es
mayor que el cuadrado de ra. Luego Ik es mayor que rA. Hagase ra igual a K y por
el (punto) A tracese AM formando angulos rectos con AB, y trdcese MB. Y como el
cuadrado de Br es el quintuple del cuadrado de K y AB es el doble de Br y kA el doble
de TK, entonces el cuadrado de AB es el quintuple del cuadrado de KA. Pero también
el cuadrado del diametro de la esfera es el quintuple del radio del circulo a partir del
cual se ha construido el icosaedro [XIII 16 Por.]. Y AB es el diametro de la esfera;
entonces KA es el radio del circulo a partir del cual se ha construido el icosaedro;
luego KA es un lado del hexagono en el circulo antedicho [IV 15 Por.]. Y como el
diametro de la esfera estd compuesto a partir del (lado) del hexdgono y dos (lados)
de los del decagono inscrito en el circulo antedicho, y AB es el didmetro de la esfera,
mientras que KA es el lado del hexagono y AK es igual a AB, entonces cada una de las
(rectas) AK, AB es un lado del decagono inscrito en el circulo a partir del cual se ha
construido el icosaedro. Y como AB es un (lado) del decagono y MA del hexagono,
porque es igual a KA y porque es también igual a @K —pues estan a igual distancia
del centro— y cada una de las (rectas) oK, KA es el doble de Kr, entonces MB es un
lado del pentagono [XIII 10]. Y el lado del pentagono es el del icosaedro [XIII 16];
entonces MB es el lado del icosaedro.

Ahora bien, como zB es el lado del cubo, cortese en extrema y media razén por
el punto N y sea NB el segmento mayor; entonces NB es un lado del dodecaedro [XIII
17 Por.].

Y como se ha demostrado que el cuadrado del didmetro de la esfera es una vez
y media el del lado Az de la pirdmide, mientras que es el doble del cuadrado del lado
BE del octaedro, y el triple del cuadrado del lado zB del cubo, entonces el cuadrado
del diametro de la esfera (tiene) seis partes, de las que el (cuadrado del lado) de la
piramide (tiene) cuatro, el del octaedro, tres y el del cubo dos. Luego el cuadrado del
lado de la piramide es cuatro tercios del cuadrado del lado del octaedro y el doble del
cuadrado del lado del cubo, y el cuadrado del lado del octaedro es una vez y media



el del lado del cubo. Asi pues, los lados de las tres figuras antedichas, digo, de la
piramide, del octaedro y del cubo, guardan entre si razones expresables. Pero los dos
restantes, digo el del icosaedro y el del dodecaedro no guardan razones expresables
ni entre si ni con los antedichos, porque son, una «menor» [XIII 16] y otra, apotoma
[XIIT 17].

Demostraremos de la siguiente manera que el lado MB del icosaedro es mayor que
el (lado) NB del dodecaedro:

Pues como el tridangulo zAB es de angulos iguales a los del tridangulo zAB [VI
8], proporcionalmente, como AB es a Bz, asi BZ a BA [VI 4]. Y como las tres rectas
son proporcionales, como la primera es a la tercera, asi el cuadrado de la primera
al cuadrado de la segunda [V Def. 9; VI 20 Por.], entonces, como AB es a BA, asi el
cuadrado de AB al (cuadrado) de Bz; luego, por inversidon, como AB es a BA, asi el
cuadrado de zB al cuadrado de BA. Pero AB es el triple de BA; entonces el cuadrado
de zB es el triple del cuadrado de BA. Pero el cuadrado de AA es el cuddruple del
(cuadrado) de AB, porque AA es el doble de AB; entonces el cuadrado de AA es mayor
que el cuadrado de zB; luego AA es mayor que ZB; por tanto, AA es mucho mayor que
ZB. Y si AA se corta en extrema y media razon, su segmento mayor es KA, porque AK
es un lado del hexagono y KA del decagono [XIII 9]; pero si zZB se corta en extrema 'y
media razon, su segmento mayor es NB; entonces KA es mayor que NB. Pero KA es igual
a AM; luego AM es mayor que NB. Por tanto, el lado MB que es el (lado) del icosaedro
es mucho mayor que NB que es el lado del dodecaedro. Q. E. D.

Digo ahora que, aparte de las cinco figuras antedichas, no se construird otra figura
comprendida por (figuras) equilateras y equiangulares iguales entre si.

Porque no se construye un angulo solido con dos triangulos o, en absoluto, con
dos planos. Sino que el angulo de la piramide se construye con tres triangulos, el del
octaedro con cuatro, el del icosaedro con cinco; pero no se construird un angulo solido
mediante seis triangulos equilateros y equiangulares (colocados) en un solo punto;
porque si el angulo del tridngulo equilatero es dos tercios de un recto, los seis seran
iguales a dos rectos; lo cual es imposible, porque todo angulo sélido es comprendido
por menos de cuatro rectos [XI 21]. Por lo mismo, tampoco se construye un angulo
solido con mas de seis angulos planos. Y el angulo del cubo es comprendido por tres
cuadrados; por cuatro es imposible, porque seran a su vez cuatro rectos. Y el (angulo)
del dodecaedro es comprendido por tres pentagonos equilateros y equiangulares; por
cuatro es imposible, porque, siendo el angulo del pentdgono equilatero un recto mas
un quinto, los cuatro angulos serdn mayores que cuatro rectos; lo cual es imposible.
Y un angulo sélido tampoco sera comprendido por otros poligonos en razén de la
misma imposibilidad.

Por consiguiente, aparte de las cinco figuras antedichas, no se construira otra
figura solida comprendida por (figuras) equilateras y equiangulares. Q. E. D.7°.

LEMA
Hay que demostrar de la siguiente manera que el &ngulo del pentagono equilétero
y equiangular es un recto mas un quinto.



I

Pues sea ABI'AE un pentdgono equilatero y equiangular y circunscribase en torno a
¢l el circulo ABTAE, y tbmese su centro z; tracense ZA, ZB, ZI', ZA, ZE. Entonces dividen
en dos partes iguales los dngulos correspondientes a A, B, T, A, E del pentagono. Y
como los cinco angulos correspondientes a z son iguales a cuatro rectos y son iguales,
entonces uno de ellos, como el AzB, es un recto menos un quinto; luego los restantes
angulos zZAB, ABZ son un recto y un quinto. Pero el &ngulo zAB es igual al 4ngulo zBT;
por tanto, el angulo entero ABI del pentagono es un recto y un quinto. Q. E. D.



701 as cinco primeras proposiciones de este libro tienen més bien el caracter de lemas requeridos para pruebas
posteriores. Es probable que procedan de Eudoxo, pues PROCLO (pag. 67, 6) dice que Eudoxo «incrementd
considerablemente el nimero de teoremas referidos a la seccion a partir de Platon». Es de suponer que se trate
de la seccion aurea.

Los mss. contienen una curiosa adicion a XIII 1-5 que ofrece andlisis y sintesis de cada una de estas
proposiciones. Se trata de un apéndice titulado «;Qué es analisis y qué es sintesis?» y prosigue: «A4ndlisis es la
asuncion de lo buscado como si ya fuera admitido (y el acceso) por medio de sus implicaciones a algo que se
reconoce verdadero. Sintesis es una asuncion de lo que es reconocido (y el acceso) por medio de sus implicaciones
a algo que se admite como verdadero [0, segin By V, a la consecucion de lo buscado]». Puede que la matematica
griega no haya legado a la posteridad dos nociones metodoldgicas mas sugerentes y mas problematicas que éstas.
Los problemas ya nacen de los textos mismos: hay tres versiones clasicas del proceder por analisis y sintesis,
a saber: la presente interpolacion en los Elementos, la glosa de PAPPO (Synagogé, VII 634-636, mucho mas
extensa) y una breve referencia existente en un comentario de Herdon a los Elementos 11 transmitido por al-Nayrizi;
todas ellas se prestan a equivocos. Los problemas siguen en los diversos planos en que pueden entenderse ambos
procedimientos complementarios y guardan relacion con el sentido de uno y otro proceder en cada plano. Cabe
entender que se mueven en el plano de las técnicas de resolucion de problemas geométricos y, entonces, dirian
relacion a dos vias solidarias de invencion y de confirmacion de la solucion buscada, aparte de hacer referencia
a otras nociones como la de diorismos. Cabe entender que se mueven en el plano de la prueba de teoremas o
proposiciones y, entonces, dirian relacién a dos procesos de inferencia: uno parte de la proposicion objeto de la
prueba, como si se tratara de una asuncion tactica o provisional, y se dirige, mediante el analisis de sus
presuposiciones, hacia unos supuestos basicos o unos principios congruentes; la sintesis, a su vez, toma pie en estos
principios para establecer en un proceso normal de deduccion de consecuencias la proposicion en cuestion como
un teorema. No faltan, en cualquier caso, nuevos problemas bien de orden 16gico —ya advertidos por Aristoteles
(e. g. en Analiticos Segundos 78a7-13)—, bien de orden metodoldgico. Es probable que ambas nociones pasaran
de una aplicacion inicial en el ambito de la resolucion de problemas a una proyeccion posterior en el ambito de las
proposiciones gobernadas por principios y definiciones, aunque nunca perdieran su capacidad heuristica y sus usos
resolutorios a juzgar por testimonios como el de Pappo. Puede verse un sucinto panorama de estas cuestiones y de
su proyeccion sobre discusiones actuales en 16gica y en filosofia de las matematicas, en L. VEGA, La trama de la
demostracion, pags. 90-92. Para colmo, la historia posterior de este legado matematico griego se ha complicado
con nuevas confusiones: por ejemplo, las ideas sobre el analisis y la sintesis se reciben en el Occidente medieval
de los ss. XIII-XV entremezcladas con otros procedimientos un tanto analogos de investigacion e explicacion
causal (resolutio, compositio), que tienen que ver con la tradicion arabigo-galénica mucho mas que con la tradicion
arabigo-euclidiana. Un desenlace de estas y otras aventuras es la multiplicidad de sentidos que las nociones de
analisis y de sintesis alcanzan a tener con el desarrollo de la ciencia moderna (e. g. desde su uso en Descartes hasta
su uso en Newton), tanto dentro como fuera de las matematicas. Puede dar una idea al respecto D. OLDROYD,
El arco del conocimiento, Barcelona, 1993; e. g., pags. 45-51, 60-63, 117-118, 125-129.

71 Heiberg duda con razén de la autenticidad del lema y no deja de parecerle insolito o desmesurado el estilo
empleado en la alusion a la reduccion al absurdo. Dice literalmente: Dubito an hoc lemma genuinum non sit, neque
enim opus est, et dicendi genus lin. 18 paulo insolentius est.

72 Esta proposicion parece interpolada. P cuenta con ella, pero el copista dice que «este teorema no se
encuentra en la mayoria de las copias de nueva recension, si bien se halla en las copias de la antigua». En primer
lugar, hay un escolio a XIII 17 que prueba lo mismo que XIII 6 y que no tendria sentido si XIII 6 lo hubiera
precedido. De ahi se infiere que, cuando el escolio fue escrito, esta proposicion no se habria interpolado todavia.
Por otra parte, P tiene esta proposicion antes de la prueba alternativa de XIII 5; esta prueba se considera interpolada
y parece que XIII 6 debe ser una interpolacion posterior que la separa de la proposicion a que pertenecia. Por
ultimo, existen razones para sospechar de la propia proposicion porque, mientras el enunciado establece que cada
segmento de recta es una apotoma, la proposicion afiade que el segmento menor es una primera apétoma, punto
que no esta presente en el escolio en p. Lo que realmente se requiere en XIII 17 es que el segmento mayor sea
una apdtoma. Es probable que Euclides asumiera que este hecho resultaba bastante claro a partir de XIII 1, y que
ni escribiera XIII 6 ni la referencia a su enunciado en XIII 17.

73 Nameros en el original.

74 Traduzco perilambdné por «envolver» para distinguirlo de engrdphé «inscribir» o perigrapho
«circunscribir.

75 Se refiere al lema que sigue a la proposicion, lema cuya autenticidad se pone en duda.

76 Como ya se ha sugerido en la nota introductoria a la geometria del espacio (vid. supra, nota 49), las
connotaciones cosmologicas y simbolicas de los poliedros regulares, en las tradiciones neoplaténica y



neopitagorica, dieron a su estudio una coloracion especial. Hasta el punto de que el mismo Proclo, en su comentario
al libro I de los Elementos, asegura que un objetivo capital de Euclides era precisamente el de cerrar con este
broche de oro su composicion —la verdad es que Euclides nada deja entrever en tal respecto—. Sea como fuere,
este colofon del libro XIII, la existencia de justamente cinco poliedros regulares distintos, no ha dejado de atraer
la atencién hasta nuestros dias. En cierto sentido, esta determinacién de cinco, ni mas ni menos, reviste menos
importancia que la generacion del concepto mismo de regularidad —en la que bien pudo desempefiar un papel
decisivo la contribucion de Teeteto, vid. W. C. WATERHOUSE, «The discovery of the regular solids», Archive for
History of Exact Sciences 9 (1972), 212-221)—. Por otro lado, segun es bien sabido, en el resultado de Euclides ha
de sobrentenderse que los poliedros regulares en cuestion son convexos. Pero ademas de este supuesto adicional,
resultan pertinentes otras precisiones afiadidas a un concepto restringido de convexidad, si se quiere salvar esa
identificacion de cinco y solo cinco. En nuestro siglo (e. g. a partir del estudio enciclopédico de E. STEINITZ,
1916, sobre los poliedros), el resultado de Euclides se asume en el contexto de una definicion de la regularidad en
términos de equivalencia bajo simetrias: un poliedro es regular si su grupo de simetrias se comporta transitivamente
con respecto al triplete compuesto por los elementos: cara, arista, vértice, todos ellos mutuamente incidentes.
Vid. el informe de B. GRUNBAUM, «Regular Polyedra», en I. GRATTAN-GUINNESS, (ed.) Companion
Encyclopedia of the History and Philosophy of the Mathematical Sciences, Londres-Nueva York, 1994;t. 2, 7.2,
pags. 866-876. Por lo demas, tanto el estudio de los poliedros regulares, en general, como la consideracion de
otras diversas clases de poliedros, siguen siendo temas cultivados en nuestros dias. Una muestra de lo primero es
la extension del concepto de poliedro regular a espacios hiperbolicos y otros espacios n-dimensionales, e. g. en la
linea de H. S. M. COXETER, Regular Polytopes, Nueva York, 19733, y Regular Complex Polytopes, Cambridge,
19912, Una muestra de lo segundo es la investigacién de poliedros isogonales, i. e. aquellos cuyos vértices son
todos ellos equivalentes bajo las simetrias del poliedro, e. g. en la linea de B. GRUNBAUM y G. C. SHEPHARD,
«Polyhedra with transitivity properties», Comptes rendues, Acad. des Sciences. Soc. Royale Canada 6 (1984), 61-
66. Naturalmente, de todo esto no se desprende que Euclides siga siendo un geémetra contemporaneo, o que el
lenguaje de los Elementos nunca haya dejado de ser una lengua matematica viva y de uso obligado. Mas bien
se desprende lo contrario. Pero al margen de este punto —que, por cierto, toca un tema de palpitante actualidad
entre los historiadores de las matematicas, el tema de si hay o no revoluciones cientificas y cambios de paradigma
en estas ciencias, cf. e. g. D. GILLIES, ed., Revolutions in Mathematics, Oxford, 1992—, es dificil negarse a
reconocer el olfato de los antiguos matematicos griegos para dar con temas de importancia bésica, con cuestiones
de permanente interés y con objetos capaces de seducir a gentes de diversos tiempos y culturas. Si estas formas
de proyeccion son una de las marcas de un «autor clasico», hay autores clasicos griegos tanto en el campo de las
artes y las letras como en el campo del conocimiento y del método cientifico: los hay a pesar de los prejuicios
«literarios» que dan en limitar el legado griego al ambito de las humanidades; los hay a pesar de los prejuicios
«cientificos» que dan en suponer que el conocimiento no puede desarrollarse sin matar al padre. Euclides es un
autor clasico.
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